
JewrÐa Arijm¸n (2019-2020)
Frontisthriakèc ask seic #1, MigadikoÐ arijmoÐ

1. Sto migadikì epÐpedo na shmei¸sete tic eikìnec kai tic dianusmatikèc aktÐnec twn
migadik¸n arijm¸n: 1 + i, 1, i, −2i, 3 + 4i, 3− 4i, 5, 0.

2. Poioc eÐnai o z̄ ìtan

z = −5 + 7i, z = −4 + 9i, z = 4i z = 11, z = −i.

3. Na breÐte ta mètra twn migadik¸n arijm¸n

1 + i, −5i, 0, −4, (1− i)2(1 + i)4, (3 + i)/(4− 3i).

4. Se kajemi� apì tic parak�tw peript¸seic na ektelèsete tic pr�xeic pou shmei¸-
nontai kai na gr�yete to apotèlesma sth morf  α + βi me α, β ∈ R

• (−4 + 6i) + (7− 2i), (4 + 4i) + (−8− 7i) + (5 + 3i)

• (3− 2i)− (6 + 4i), (3 + 2i)(4 + 5i)

• 3i(6 + i), (4 + 3i)(4− 3i)

• 1/(1 + i), i6

• i2 + 2i+ 1, (1 + i
√

3)2

• (3 + i)/(2− i), (6− i
√

2)/(1 + i
√

2)

5. Gia ènan migadikì arijmì z na apodeÐxete ìti:

• O z eÐnai pragmatikìc, an kai mìno an z = z̄.

• O z eÐnai fantastikìc, an kai mìno an z = −z̄.

6. An z1 = (5− 9i)/(7 + 4i) kai z2 = (5 + 9i)/(7− 4i) na deÐxete ìti o z1 + z2 eÐnai
pragmatikìc arijmìc, en¸ o z1 − z2 eÐnai fantastikìc arijmìc.

7. Na breÐte touc x, y ∈ R gia touc opoÐouc isqÔei

• (x+ y) + (x− y)i = 3− i
• (3− 2i)2 − (x+ yi) = x− yi
• ((1 + i)/(1− i))2 + 1/(x+ yi) = 1 + i

8. Na lÔsete, gia z migadikì arijmì, tic exis¸seic

• z̄ = z2

• z̄ = z3
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JewrÐa Arijm¸n (2019-2020)
Frontisthriakèc ask seic #2, MigadikoÐ arijmoÐ (Sunèqeia)

1. Na lÔsete, gia z migadikì arijmì, tic exis¸seic:

z2 − 3z + 2 = 0, z2 − 2z + 3 = 0, z + 1/z = 1.

2. Na breÐte touc migadikoÔc z = x+ yi (me x, y ∈ R) gia touc opoÐouc isqÔei:

|z2| = z2, |z − 1| = z, |z + i| = 2z̄.

3. Na breÐte poÔ an koun oi migadikoÐ z gia touc opoÐouc

|z| = 1, |z − i| = 1, 1 < |z| < 2, |z| ≥ 2.

4. An gia touc migadikoÔc z isqÔei |z| = 1, na breÐte pou an koun oi eikìnec twn
migadik¸n w me w = 2z + 1. Me �lla lìgia, perigr�yte to sÔnolo

A = {2z + 1 : z ∈ C, |z| = 1}.

5. Na gr�yete se trigwnometrik  morf  touc migadikoÔc:

1 +
√

3i, 1−
√

3i, −1−
√

3i, −1 +
√

3i, 4, −4.

6. Na upologÐsete thn par�stash ((1 + i)/(
√

2))6.

7. An z = (1 + i
√

3)/2 na upologÐsete ton z2017.

8. Na ermhneÔsete gewmetrik� th diaÐresh enìc migadikoÔ z me i.

9. An θ ∈ R kai z = cos θ + i sin θ na apodeÐxete ìti gia k�je n ≥ 1 isqÔei

zn + (1/z)n = 2 cos(nθ), zn − (1/z)n = 2i sin(nθ).

10. An n ≥ 2 eÐnai jetikìc akèraioc kai ω = cos(2π/n) + i sin(2π/n) na apodeÐxete
ìti

1 + ω + ω2 + ω3 + . . .+ ωn−1 = 0, 1 · ω · ω2 · . . . · ωn−1 = (−1)n−1.

11. Na lÔsete tic exis¸seic kai na parast sete tic lÔseic sto migadikì epÐpedo:

z3 = 1, z4 = 1, z6 = 1.

12. Na lÔsete, gia z migadikì arijmì, tic exis¸seic:

z3 = −i, z4 = 16(cos(4π/3) + i sin(4π/3)), z6 = −64,

z3 = 1− i, z7 + 1 = 0, z4 + 5z2 + 4 = 0.
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JewrÐa Arijm¸n (2019-2020)
Frontisthriakèc ask seic #3, Majhmatik  Epagwg ,

Diairetìthta

1. DeÐxte ìti gia k�je jetikì akèraio n isqÔei n! ≤ nn.

2. DeÐxte ìti gia k�je jetikì akèraio n isqÔoun ta akìlouja:

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2, 1 + 4 + 7 + · · ·+ (3n− 2) =
n(3n− 1)

2
.

3. Na deÐxete ìti up�rqei jetikìc akèraioc N ètsi ¸ste na isqÔei 2n > n3 gia
k�je n ≥ N .

4. Na deÐxete ìti gia k�je jetikì akèraio n isqÔoun

12+22+· · ·+n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
, 13+23+· · ·+n3 =

(n(n+ 1)

2

)2
5. Na ektelesjeÐ h EukleÐdeia DiaÐresh metaxÔ twn akeraÐwn a kai b, ìtan:

a = 352, b = 7, a = 352, b = −7, a = −352, b = 7, a = −352, b = −7.

6. 'Estw a, b ∈ Z, b 6= 0. Na deÐxete ìti up�rqoun monadikoÐ akèraioi q, r ètsi ¸ste:

a = bq + r, −|b|
2

< r ≤ |b|
2

7. Na deÐxete ìti to ginìmeno dÔo diadoqik¸n akeraÐwn eÐnai �rtioc arijmìc. EpÐshc
na deÐxete ìti to ginìmeno tri¸n diadoqik¸n akeraÐwn eÐnai pollapl�sio tou 3.
Epiplèon na exetasjeÐ an to ginìmeno n to pl joc diadoqik¸n akeraÐwn eÐnai
pollapl�sio tou n gia k�je jetikì akèraio n.

8. DeÐxte ìti an o n eÐnai perittìc jetikìc akèraioc tìte to 11 diaireÐ ton 10n + 1,
en¸ an o n eÐnai �rtioc jetikìc akèraioc tìte to 11 diaireÐ ton 10n − 1.

9. BreÐte thn 2-adik  kai thn 3-adik  anapar�stash tou arijmoÔ 100.

10. 'Estw ìti o jetikìc akèraioc n èqei 6-adik  anapar�stash (2052)6. BreÐte ton
arijmì n.

11. DeÐxte ìti k�je fusikìc arijmìc thc morf c 6k + 5 èqei ènan pr¸to diairèth
thc morf c 6k + 5. San pìrisma deÐxte ìti up�rqoun �peiroi pr¸toi thc morf c
6k + 5.
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JewrÐa Arijm¸n (2019-2020)
Frontisthriakèc ask seic #4, Mègistoc Koinìc Diairèthc

1. DÐdetai ìti 3168 = 25 ·9 ·11 kai 15972 = 22 ·3 ·113. Na brejeÐ o Mègistoc Koinìc
Diairèthc kai to El�qisto Koinì Pollapl�sio twn 3168 kai 15972.

2. Na upologÐsete ton Mègisto Koinì Diairèth d kai to El�qisto Koinì Pollapl�-
sio e twn arijm¸n 1485 kai 1745. Sth sunèqeia na brejoÔn akèraioi x kai y ètsi
¸ste:

d = 1485x+ 1745y

3. DeÐxte ìti gia k�je akèraio m isqÔei

(2m+ 1, 9m+ 4) = 1

4. 'Estw a, b jetikoÐ akèraioi kai p ènac pr¸toc arijmìc. EÐnai oi akìloujec prot�-
seic alhjeÐc   yeudeÐc; Gia k�je mia d¸ste apìdeixh   antipar�deigma:

(aþ) An (a, p2) = p, tìte: (a2, p2) = p2.

(bþ) An (a, p2) = p kai (b, p2) = p2, tìte: (ab, p4) = p3.

(gþ) An (a, p2) = p kai (b, p2) = p, tìte: (ab, p4) = p2.

(dþ) An (a, p2) = p, tìte: (a+ p, p2) = p.

5. 'Estw m ènac akèraioc. Na deÐxete ìti oi arijmoÐ

6m− 1, 6m+ 1, 6m+ 2, 6m+ 3, 6m+ 5

eÐnai an� dÔo pr¸toi metaxÔ touc.

6. 'Estw a, b ∈ N, kai upojètoume ìti (a, b) = 1. Na deÐxete ìti:

(aþ) (a+ b, a− b) = 1   2.

(bþ) (2a+ b, a+ 2b) = 1   3.

MporeÐte na prosdiorÐsete, gia k�je mÐa apì tic parap�nw peript¸seic pìte a-
krib¸c o mègistoc diairèthc èqei thn tim  1, 2,   3;

7. An a, b eÐnai fusikoÐ arijmoÐ, na deÐxete ìti:

(a, b) = (a+ b, [a, b])

ìpou (c, d) sumbolÐzei to Mègisto Koinì Diairèth kai [c, d] to El�qisto Koinì
Pollapl�sio. Wc efarmog , breÐte dÔo fusikoÔc arijmoÔc ètsi ¸ste to �jroism�
touc na eÐnai 798 kai to el�qisto koinì touc pollapl�sio na eÐnai 10780.
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JewrÐa Arijm¸n (2019-2020)
Frontisthriakèc ask seic #5, Diairetìthta, Prwtogen c

An�lush

1. ApodeÐxte ìti o arijmìc 211 eÐnai pr¸toc.

2. DeÐxte ìti an o a eÐnai perittìc akèraioc tìte o a2 eÐnai thc morf c 8k + 1 kai o
a4 eÐnai thc morf c 16k + 1.

3. 'Estw p, q, a jetikoÐ akèraioi me touc p, q diaforetikoÔc pr¸touc. DeÐxte ìti an
ta p kai q diairoÔn ton a tìte kai to pq diaireÐ ton a. DeÐxte me par�deigma ìti
to sumpèrasma den isqÔei an ta p, q, a eÐnai jetikoÐ akèraioi me ton p pr¸to all�
ton q sÔnjeto.

4. 'Estw p, a, b jetikoÐ akèraioi me ton p pr¸to. DeÐxte ìti an pb = a2 tìte to p
diaireÐ ton b.

5. 'Estw a, b fusikoÐ. DeÐxte ìti an (a, b) = 1 tìte

(a− b, a11b12) = 1.

6. 'Estw n ≥ 2 kai
b = pa11 p

a2
2 · · · pamm

h prwtogen c an�lush tou fusikoÔ arijmoÔ b. DeÐxte ìti h n-st  rÐza tou b
eÐnai rhtìc arijmìc an kai mìno an to n diaireÐ to ai gia k�je i = 1, 2, . . . ,m.
San pìrisma, èqoume ìti o

√
p eÐnai �rrhtoc gia k�je pr¸to p. Pio genik�, san

pìrisma èqoume ìti an o a eÐnai ginìmeno diakekrimènwn pr¸twn tìte o
√
a eÐnai

�rrhtoc.

7. 'Estw a, b, n,m ∈ N me n ≥ m. Upojètoume ìti to an diaireÐ to bm. DeÐxte ìti
to a diaireÐ to b.

8. BreÐte ìlouc touc fusikoÔc diairètec twn arijm¸n:

28, 140, 2013, 1001, 9999, 10!,

(
30

10

)
9. Na perigrafoÔn ìloi oi fusikoÐ arijmoÐ oi opoÐoi èqoun akrib¸c 2, 3   4 jetikoÔc

diairètec.

10. DeÐxte ìti to pl joc twn fusik¸n diairet¸n enìc fusikoÔ arijmoÔ n eÐnai perittìc
arijmìc an kai mìno an o n eÐnai tetr�gwno fusikoÔ arijmoÔ.

11. DeÐxte ìti k�je akèraioc arijmìc megalÔteroc tou 11 eÐnai �jroisma dÔo sÔnjetwn
arijm¸n.
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JewrÐa Arijm¸n (2019-2020)
Frontisthriakèc ask seic #6, Diofantikèc exis¸seic,

Akèraioi mod n

1. BreÐte ìlec tic akèraiec lÔseic   apodeÐxte ìti den up�rqoun akèraiec lÔseic, gia
tic akìloujec diofantikèc exis¸seic

1485x+ 1745y = 15, 102x+ 1001y = 1, 60x+ 18y = 97.

2. 'Estw h diofantik  exÐswsh
ax+ by = c

ìpou a, b, c ∈ N. Na deÐxete ìti to sÔnolo twn jetik¸n lÔsewn thc parap�nw
diofantik c exÐswshc eÐnai peperasmèno. Na exetasjeÐ an h diofantik  exÐswsh

31x+ 43y = 5

èqei jetikèc lÔseic. Epiplèon deÐxte ìti to sÔnolo twn jetik¸n lÔsewn thc
diofantik c exÐswsh x− y = 1 eÐnai �peiro.

3. 'Estw a1, . . . , an akèraioi ìqi ìloi mhdèn kai c akèraioc. Pìte èqei h Diofantik 
exÐswsh

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = c

akèraiec lÔseic;

4. DeÐxte ìti h kl�sh upoloÐpwn [10]21 eÐnai antistrèyimh wc stoiqeÐo tou Z21, kai
breÐte thn antÐstrofh kl�sh.

5. DeÐxte ìti h kl�sh [62]155 den eÐnai antistrèyimh wc stoiqeÐo tou Z155.

6. DeÐxte ìti an a, n ∈ Z me n ≥ 1 tìte to sÔnolo

S = {a, a+ 1, . . . , a+ n− 1}

apoteleÐ èna pl rec sÔsthma upoloÐpwn mod n. EpÐshc, deÐxte ìti up�rqoun
akrib¸c φ(n) stoiqeÐa sto S pou eÐnai pr¸ta me to n.

7. Pìsoi akèraioi metaxÔ tou 1368 kai tou 2018 eÐnai pr¸toi me to 21;

8. DeÐxte ìti

220 − 1 ≡ 0mod 41, 250 ≡ 4mod 7,

4165 ≡ 6mod 7, 1! + 2! + 3! + . . .+ 100! ≡ 9mod 12,

15 + 25 + 35 + . . .+ 1005 ≡ 0mod 4.
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JewrÐa Arijm¸n (2019-2020)
Frontisthriakèc ask seic #7, Akèraioi mod n

1. DeÐxte ìti gia k�je n ∈ N, o arijmìc

1

5
n5 +

1

3
n3 +

7

15
n

eÐnai akèraioc.

2. BreÐte ìlouc touc fusikoÔc arijmoÔc n gia touc opoÐouc o arijmìc φ(n) eÐnai
perittìc.

3. Na deÐxete ìti up�rqoun jetikoÐ akèraioi n ètsi ¸ste φ(n) = 2, 4, 6, 8, 10, 12.

4. Na deÐxete ìti den up�rqei jetikìc akèraioc n ètsi ¸ste φ(n) = 14.

5. Na deÐxete ìti an m ∈ N, tìte to sÔnolo twn jetik¸n akèraiwn lÔsewn thc
exÐswshc

φ(x) = m

eÐnai peperasmèno.

6. 'Estw n ∈ Z me n ≥ 2 kai X = {x1, x2, · · · , xn} èna pl rec sÔsthma upoloÐpwn
mod n. DeÐxte ìti an n perittìc tìte

n∑
i=1

xi ≡ 0 (mod n)

en¸ an n �rtioc tìte
n∑

i=1

xi ≡ n/2 (mod n).

7. DeÐxte ìti: 11 | 10! + 1 kai 13 | 12! + 1

8. Na brejoÔn ta upìloipa twn diairèswn:

16!

19
&

5!25!

31
&

7 · 8 · 9 · 15 · 16 · 17 · 23 · 24 · 25 · 43

11
&

5100

7
&

62000

11

9. DeÐxte ìti:

3999999999 ≡ −1 (mod 7) & 21000000 ≡ 1 (mod 17)

10. DeÐxte ìti gia k�je n ∈ N:

42 | n7 − n & 30 | n9 − n

11. DeÐxte ìti an p > 2 eÐnai pr¸toc, tìte

(p− 2)! ≡ 1 (mod p)
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JewrÐa Arijm¸n (2019-2020)
Frontisthriakèc ask seic #8, Sust mata grammik¸n

isotimi¸n, T�xh akeraÐou mod n

1. BreÐte ìlec tic lÔseic sto Z,   apodeÐxte ìti den up�rqoun akèraiec lÔseic, gia
tic isotimÐec:

5x ≡ 2 (mod 8), 13x ≡ 6 (mod 26), 3x ≡ 9 (mod 30).

2. DeÐxte ìti gia k�je k ≥ 2, up�rqoun k to pl joc diadoqikoÐ akèraioi, k�je ènac
apì touc opoÐouc diaireÐtai apì tetr�gwno arijmoÔ > 1.

3. Gia poièc timèc tou c, ìpou 0 ≤ c ≤ 29, èqei lÔseic h isotimÐa 12x ≡ c (mod 30)
'Otan up�rqoun lÔseic, pìsec anisìtimec lÔseic (mod 30) up�rqoun?

4. BreÐte ènan arijmì o opoÐoc eÐnai pollapl�sio tou 11 kai dÐnei upìloipo 1 ìtan
diairejeÐ me touc arijmoÔc 2, 3, 5, kai 7.

5. BreÐte ìlec tic lÔseic sto Z gia to sÔsthma grammik¸n isotimi¸n

(Σ)


x ≡ 32 (mod 8)
x ≡ −6 (mod 15)
x ≡ 2 (mod 7)

6. BreÐte ìlec tic lÔseic sto Z gia to sÔsthma grammik¸n isotimi¸n

(Σ)


2x ≡ 14 (mod 10)
5x ≡ 5 (mod 15)
3x ≡ 2 (mod 8)

7. BreÐte tic t�xeic mod 16 twn akeraÐwn 3, 5, 7 kai 9.

8. BreÐte tic t�xeic twn stoiqeÐwn tou U(Z9) kai U(Z10), ìpou U(Zn) eÐnai to sÔnolo
twn antistreyÐmwn stoiqeÐwn tou Zn.

9. 'Estw n ≥ 2 akèraioc kai a, b akèraioi me ab ≡ 1 (mod n). DeÐxte ìti:

(a, n) = 1, (b, n) = 1, ordn(a) = ordn(b).

10. 'Estw a,m akèraioi me a ≥ 2,m ≥ 2. Jètoume n = am − 1. DeÐxte ìti

(a, n) = 1, ordn(a) = m

kai akoloÔjwc na sumper�nete ìti m | φ(am − 1).
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JewrÐa Arijm¸n (2019-2020)
Frontisthriakèc ask seic #9, T�xh akeraÐou mod n,

Prwtarqikèc rÐzec

1. 'Estw a, n akèraioi me n ≥ 1 kai (a, n) = 1. Na deiqjeÐ ìti o jetikìc akèraioc x
eÐnai lÔsh thc isotimÐac

ax ≡ 1 (mod n)

an kai mìno an ordn(a) | x. San efarmog , na brejoÔn ìlec oi jetikèc lÔseic
thc isotimÐac 2x ≡ 1 (mod 7).

2. 'Estw n ≥ 3 akèraioc. DeÐxte ìti (n − 1, n) = 1 kai ìti ordn(n − 1) = 2. San
sunèpeia, na sumper�nete ìti 2 | φ(n).

3. BreÐte, an up�rqoun, prwtarqikèc rÐzec (mod n), ìpou n = 4, 5, 10, 13, 14, 18, 20.

4. BreÐte prwtarqikèc rÐzec (mod n), ìpou n = 23 kai n = 31.

5. DeÐxte ìti an up�rqei mia prwtarqik  rÐza (mod n) tìte up�rqoun akrib¸c
φ(φ(n)) anisìtimec prwtarqikèc rÐzec (mod n).

6. BreÐte ìlec tic prwtarqikèc rÐzec (mod 23).

7. (aþ) DeÐxte ìti to 3 eÐnai prwtarqik  rÐza (mod 17).

(bþ) Gia dojènta akèraio a me (a, 17) = 1 upologÐste ton el�qisto jetikì akèraio
k ¸ste 3k ≡ a (mod 17).

(gþ) LÔste gia x akèraio thn isotimÐa x4 ≡ 13 (mod 17).

8. 'Estw p perittìc pr¸toc kai a ènac akèraioc me (a, p) = 1. DeÐxte ìti:

(aþ) An p ≡ 1(mod 4), tìte o a eÐnai prwtarqik  rÐza (mod p) an kai mìno an o
akèraioc −a eÐnai epÐshc prwtarqik  rÐza (mod p).

(bþ) An p ≡ 3(mod 4), tìte o a eÐnai prwtarqik  rÐza (mod p) an kai mìno an
ordp(−a) = p−1

2
.
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