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ÐñïêáôáñêôéêÝò ÌáèçìáôéêÝò ¸ííïéåò

1.1 Äéáíýóìáôá

Áò èõìçèïýìå ëïéðüí îáíÜ ôçí Ýííïéá ôïõ äéáíýóìáôïò. Áðü ôï Ëýêåéï ãíùñßæïõìå üôé ôï
äéÜíõóìá åßíáé ìéá ðïóüôçôá ðïõ Ý÷åé ìÝôñï, äéåýèõíóç êáé öïñÜ. Åðßóçò, ãíùñßæïõìå üôé
óå Ýíá êáñôåóéáíü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí Ýíá äéÜíõóìá áíáðáñßóôáôáé áðü ìéá ôñéÜäá
ðñáãìáôéêþí áñéèìùí. ÐñÜãìáôé, Ýóôù Ýíá äéÜíõóìá v. Óå Ýíá êáñôåóéáíü óýóôçìá
óõíôåôáãìÝíùí èá ãñÜöåôáé

v = v1e1 + v2e2 + v3e3; (1.1)

üðïõ ôá e1; e2 êáé e3 åßíáé ôñßá ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá, ìïíáäéáßá êáé ïñèïãþíéá ìåôáîý
ôïõò äéáíýóìáôá, äçëáäÞ áðïôåëïýí ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ ôñéóäéÜóôáôïõ Åõêëåßäéïõ
÷þñïõ.

Ãéá ìéá äåäïìÝíç âÜóç (äçëáäÞ ãéá Ýíá äåäïìÝíï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí), õðÜñ÷åé ìéá
áêñéâþò ôñéÜäá áñéèìþí (åí ðñïêåéìÝíù ôá v1; v2 êáé v3) ïé ïðïßïé áíáðáñéóôïýí ôï äéÜíõìá
v. Ãé' áõôü óõ÷íÜ ðáñáëåßðïõìå ôá äéáíýóìáôá âÜóçò êáé ãñÜöïõìå ôï äéÜíõóìá v:

v = (v1; v2; v3): (1.2)

Ïé áñéèìïß v1; v2 êáé v3 ðñïêýðôïõí áðü ôçí ðñïâïëÞ ôïõ äéáíýóìáôïò v óôïõò Üîïíåò
×1; ×2 êáé ×3, áíôéóôïß÷ùò üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï Ó÷Þìá 1.1. Ç ðñïâïëÞ üìùò ôïõ
äéáíýóìáôïò v óôïí Üîïíá ×1, üðùò ìÜèáìå áðü ôï áíôßóôïé÷ï ìÜèçìá ôùí Ìáèçìáôéêþí,
äßíåôáé áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï:

v1 = v · e1; (1.3)
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Ó÷Þìá 1.1. Ôï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí ×1×2×3 êáé ç âÜóç {e1; e2; e3}.

êáèþò åðßóçò êáé ïé ðñïâïëÝò ôïõ v óôïõò äýï õðüëïéðïõò Üîïíåò äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò

v2 = v · e2; v3 = v · e3: (1.4)

¸ôóé ôåëéêÜ ôï äéÜíõóìá v íá ãñÜöåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (1.1)

v = (v · e1)e1 + (v · e2)e2 + (v · e3)e3; (1.5)

Áí ãíùñßæïõìå ôéò óõíéóôþóåò åíüò äéáíýóìáôïò, äçëáäÞ åêåßíç ôçí ôñéÜäá áñéèìþí óôçí
ïðïßá áíáöåñèÞêáìå ðáñáðÜíù, ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå åýêïëá ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï
ìåôáîý äõï äéáíõóìÜôùí. ¸óôù, ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá äåýôåñï äéÜíõóìá w = (w1; w2; w3),
ôüôå ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìåôáîý ôùí v êáé w èá äßíåôáé áðü ôçí Ýêöñáóç

v ·w = v1w1 + v2w2 + v3w3: (1.6)

Åðßóçò, ìðïñïýìå åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå ôï ìÝôñï êáé ôç äéåýèõíóç åíüò äéáíýóìáôïò.
Èá óõìâïëßæïõìå ìå |v| (Þ áðëþò ìå v) ôï ìÝôñï ôïõ äéáíýóìáôïò v. ¼ôáí åßíáé ãíùóôÝò
ïé óõíéóôþóåò åíüò äéáíýóìáôïò, ôï ìÝôñï ôïõ õðïëïãßæåôáé ùò åîÞò:

|v| = v =
√
v2

1 + v2
2 + v2

3: (1.7)

Áí ðÜñïõìå õðüøç ôç ó÷Ýóç (1.6), åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß üôé éó÷ýåé ç ðáñáêÜôù ó÷Ýóç

|v| = v =
√
v · v

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò
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Ç äéåýèõíóç åíüò äéáíýóìáôïò êáèïñßæåôáé áðü ôéò ãùíßåò ðïõ ó÷çìáôßæåé áõôü ôï äéÜíõóìá
ìå ôïõò ôñåéò Üîïíåò ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. Ôá áíôßóôïé÷á óõíçìßôïíá ôùí
ãùíéþí áõôþí áíáöÝñïíôá ùò óõíçìßôïíá êáôåýèõíóçò:

cos(v; e1) =
(v · e1)

|v|
; cos(v; e2) =

(v · e2)

|v|
; cos(v; e3) =

(v · e3)

|v|
: (1.8)

¢óêçóç: ×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ó÷Ýóåéò (1.8) íá áðïäåßîåôå üôé ãéá ôïí ÉR2 éó÷ýåé

tan � =
v2

v1

;

üðïõ � ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåé ôï äéÜíõóìá v ìå ôïí Üîïíá X1.

Ôï åîùôåñéêü ãéíüìåíï

ÓçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç: ÐñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé Ýíá äéÜíõóìá åßíáé êÜôé ðáñáðÜíù
áðü ôéò óõíéóôþóåò ôïõ. Ãéá íá ôï ðïýìå äéáöïñåôéêÜ: ïé óõíéóôþóåò åíüò
äéáíýóìáôïò áíáðáñéóôïýí ðëÞñùò ôï äéÜíõóìá ìüíï üôáí äßíåôáé ç âÜóç ôïõ óõóôÞìáôïò
óõíôåôáãìÝíùí. Áõôü óçìáßíåé üôé ç äéáôåôáãìÝíç ôñéÜäá áñéèìþí ðïõ áðïôåëïýí ôéò
óõíéóôþóåò åíüò äéáíýóìáôïò áëëÜæåé ìå ôçí áëëáãÞ ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. Áò
ôï äïýìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá óôï åðßðåäï, äçëáäÞ óôïí äéäéÜóôáôï ÷þñï ÉR2.

ÐáñÜäåéãìá ¸óôù Ýíá óõóôçìá óõíôåôáãìÝíùí ìå Üîïíåò X1; X2 êáé Ýíá äéÜíõóìá v ôï
ïðïßï ãñÜöåôáé óå áõôü ôï óýóôçìá óõíôåôáãìåíùí ùò åîÞò:

v =
√

2 e1 +
√

2 e2 = (
√

2;
√

2);

üðïõ {e1; e2} ç âÜóç ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. ¸óôù ôþñá Ýíá äåýôåñï óýóôçìá ìå
Üîïíåò X ′

1; X
′
2 ôï ïðïßï ó÷çìáôßæåé ãùíßá 45 ìïéñþí ìå ôï ðñþôï, üðùò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá

1.2. Ôüôå ôï ßäéï äéÜíõóìá èá ãñÜöåôáé óôï óõóôçìá óõíôåôáãìÝíùí X ′
1; X

′
2:

v = (2; 0) = 2 e′1 + 0 e′2;

üðïõ e′1 êáé e
′
2 ôá äéáíýóìáôá âÜóçò ôïõ äåýôåñïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. ÐáñáôçñÞóôå

üôé ôï ìÝôñï ôïõ äéáíýóìáôïò ðáñáìÝíåé áíáëëïßùôï áðü ôçí áëëáãÞ ôïõ óõóôÞìáôïò
óõíôåôáãìÝíùí.

1.2 ÄéáíõóìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò

ÌÝ÷ñé ôþñá áíôéìåôùðßæáìå ôá äéáíýóìáôá ùò óôáèåñÝò ðïóüôçôåò. ¼ðùò üìùò Ýíá
âáèìùôü ìÝãåèïò ìðïñåß íÜ åßíáé åßôå ìéá óôáèåñÜ åßôå ìéá ìåôáâëçôÞ, êáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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Ó÷Þìá 1.2. Ôï äéÜíõóìá v óå äõï äéáöïñåôéêÜ óõóôÞìáôá óõíôåôáãìÝíùí ×1×2 êáé

× ′
1×

′
2.

Ýíá äéÜíõóìá ìðïñåß íá åßíáé Ýíá óôáèåñü äéÜíõóìá Þ ìéá äéáíõóìáôéêÞ ìåôáâëçôÞ. Áöïý
Ý÷ïõìå äéáíõóìáôéêÝò ìåôáâëçôÝò, ìðïñïýìå íá "öôåéÜîïõìå" äéáíõóìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá óôç óõíÜñôçóç

f(x) = (f1(x); f2(x); f3(x)); (1.9)

ç äéáíõóìáôéêÞ ìåôáâëçôÞ x = (x1; x2; x3) áðïôåëåß ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åíþ ç
äéáíõóìáôéêÞ ìåôáâëçôÞ f = (f1; f2; f3) áðïôåëåß ôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ ôçò óõíÜñôçóçò
(1.9). Ðñüêåéôáé äçëáäÞ ãéá ìéá äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç ìå äéáíõóìáôéêÞ áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ. ÄçëáäÞ, åí ðñïêåéìÝíù, ç óõíÜñôçóç ìáò "äïõëåýåé" ùò åîÞò:

x 7→ f(x); (1.10)

Þ ðéï áíáëõôéêÜ

(x1; x2; x3) 7→ (f1(x1; x2; x3); f2(x1; x2; x3); f3(x1; x2; x3)) (1.11)

ÐáñáôçñÞóôå åðßóçò üôé ïé óõíéóôþóåò ôçò f åßíáé ôñåéò äéáöïñåôéêÝò âáèìùôÝò óõíáñôÞóåéò
ðïõ ç êáèåìéÜ Ý÷åé ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. Ìå ðéï áðëÜ ëüãéá ìéá äéáíõóìáôéÞ
óõíÜñôçóç (óå Ýíá óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí) åßíáé ìéá ôñéÜäá âáèìùôþí óõíáñôÞóåùí. Áò
ãßíïõìå ðéï óõãêåêñéìÝíïé ìå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá.

ÐáñÜäåéãìá ¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç ìå äéáíõóìáôéêÞ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ

f(x) =
(
x3

1 + 5x3; x
2
1 + x2

2 + x2
3; cos(x2=x3)

)
; x3 6= 0: (1.12)

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò
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Ðñïöáíþò, ç ðáñáðÜíù äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç áðïôåëåßôáé áðü ôéò ôñåéò ðáñáêÜôù
âáèìùôÝò óõíáñôÞóåéò (äéáíõóìáôéêÞò ìåôáâëçôÞò):

f1(x) = f1(x1; x3) = x3
1 + 5x3;

f2(x) = f2(x1; x2; x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3

f3(x) = f3(x2; x3) = cos(x2=x3):

Óôï ìÜèçìá áõôü ìáò åíäéáöÝñïõí êõñßùò ïé äéáíõóìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå áíÝîáñôçôç
âáèìùôÞ ìåôáâëçôÞ, äçëáäÞ óõíáñôÞóåéò ôçò ìïñöÞò

t 7→ f(t); Þ f = f(t); (1.13)

üðïõ t åßíáé ç áíåîÜñôçôç âáèìùôÞ ìåôáâëçôÞ êáé f(t) ç áíôßóôïé÷ç åéêüíá ôçò. Ðéï áðëÜ ç
ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç ãñÜöåôáé:

f(t) = (f1(t); f2(t); f3(t)); (1.14)

üðïõ f1(t), f2(t) êáé f3(t) áðïôåëïýí ôéò óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò ôçò f .

ÐáñÜäåéãìá äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò âáèìùôÞò ìåôáâëçôÞò. ¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ
óõíÜñôçóç

f(t) = (t2; cos t; sin t): (1.15)

Ðñïöáíþò ïé ôñåéò óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò åßíáé:

f1(t) = t2;

f2(t) = cos t;

f3(t) = sin t:

1.3 Ðáñáãþãéóç êáé ïëïêëÞñùóç äéáíõóìáôéêþí

óõíáñôÞóåùí

Áöïý ìéëÞóáìå ãéá óõíáñôÞóåéò åßíáé åýëïãï íá áíáñùôÞèïýìå ôß ãßíåôáé ìå ôçí
ðáñÜãùãï êáé ôçí ïëïêëÞñùóç ôùí äéáíõóìÜôéêþí óõíáñôÞóåùí. Áò îåêéíÞóïõìå áðü
ôéò äéáíõóìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå âáèìùôÞ áíîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, äçëáäÞ óõíáñôÞóåéò ôçò
ìïñöÞò (1.14). Åöüóïí Ý÷ïõìå ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, äçëáäÞ ôçí t, áò äïýìå
ðñþôá ôçí óõíÞèç ðáñÜãùãï ôçò f ùò ðñïò t:

df

dt
=

(
df1

dt
;
df2

dt
;
df3

dt

)
: (1.16)

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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Ì' Üëëá ëüãéá, ãéá íá ðáñáãùãßóïõìå ìéá äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç äåí Ý÷ïõìå ðáñÜ íá
ðáñáãùãßóïõìå ôéò óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò ìßá ðñïò ìßá.

ÐáñÜäåéãìá Ç óõíÞèçò ðáñÜãùãïò ôçò óõíÜñôçóçò (1.15) Ý÷åé ùò åîÞò

df

dt
= (2t;− sin t; cos t) :

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôÝôïéåò óõíáñôÞóåéò äåí Ý÷ïõìå ðáñÜ íá ïëïêëçñþóïõìå ìßá ðñïò
ìßá ôéò óõíéóôþóåò ôçò

∫
f(t)dt =

(∫
f1(t)dt;

∫
f2(t)dt;

∫
f3(t)dt

)
: (1.17)

ÐáñÜäåéãìá Ôï áüñéóôï ïëïêëÞñùìá ôçò óõíÜñôçóçò (1.15) õðïëïãßæåôáé áíôßóôïé÷á:

∫
f(t)dt =

(∫
t2dt;

∫
cos tdt;

∫
sin tdt

)
=

(
t3

3
+ c1; sin t + c2;− cos t + c3

)
;

üðïõ c1; c2 êáé c3 áõèáßñåôåò - áëëÜ äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò åí ãÝíåé - óôáèåñÝò ðïõ
ðñïêýðïôïõí ç êÜèå ìéá áðü ôçí ïëïêëÞñùóç ôçò áíôßóôïé÷çò óõíéóôþóáò.

Áò ðåñÜóïõìå ôþñá óôçí ðáñáãþãéóç ìéáò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò ìå äéáíõóìáôéêÞ
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, äçëáäÞ ìéá óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò (1.9)-(1.11). Åí ðñïêåéìÝíù
Ý÷ïõìå ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: ôéò x1; x2 êáé x3, åðïìÝíùò äåí Ý÷åé íüçìá ç
óõíÞèçò ðáñÜãùãïò. Áíôßèåôá Ý÷åé íüçìá íá áíáæçôÞóïõìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò
ðñïò ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ùò ðñïò ôçí ðñþôç
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

@f

@x1

=

(
@f1

@x1

;
@f2

@x1

;
@f3

@x1

)
: (1.18)

ÁíÜëïãá õðïëïãßæïõìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò ôéò Üëëåò äýï áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò

@f

@x2

=

(
@f1

@x2

;
@f2

@x2

;
@f3

@x2

)
(1.19)

@f

@x3

=

(
@f1

@x3

;
@f2

@x3

;
@f3

@x3

)
: (1.20)

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò



1.4 Êáìðýëåò êáé ôñï÷éÝò 9

ÐáñÜäåéãìá Áò õðïëïãßóïõìå ôþñá ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò
(1.12)

@f

@x1

=

(
@f1

@x1

;
@f2

@x1

;
@f3

@x1

)
=

(
3x2

1; 2x1; 0
)

@f

@x2

=

(
@f1

@x2

;
@f2

@x2

;
@f3

@x2

)
=

(
0; 2x2;

−1

x3

sin(x2=x3)

)
@f

@x3

=

(
@f1

@x3

;
@f2

@x3

;
@f3

@x3

)
=

(
5; 2x3;

−x2

x2
3

sin(x2=x3)

)
:

Ãéá ôçí ïëïêëÞñùóç ìéá äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò ôçò ìïñöÞò (1.9), èá ðåñéïñéóôïýìå
óå ìéá áðëÞ íýîç. ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå ôñåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, ïñßæåôáé ôï ôñéðëü
ïëïêëÞñùìá. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí èåùñÞóïõìå Ýíá ÷ùñßï Ù ôïõ ôñéóäéÜóôáôïõ ÷þñïõ ÉR3,
ôüôå ôï ïëïêëÞñùìá ôçò f(x) ãñÜöåôáé∫

Ù

f(x)dv =

(∫
Ù

f1(x1; x2; x3)dv;

∫
Ù

f2(x1; x2; x3)dv;

∫
Ù

f3(x1; x2; x3)dv

)
: (1.21)

Óôçí ïõóßá, êáé ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ïëïêëçñþíïõìå êáôÜ óõíéóôþóá.

1.4 Êáìðýëåò êáé ôñï÷éÝò

Óôï ìÜèçìá áõôü èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí ïé ôñï÷éÝò õëéêþí óçìåßùí óôïí ôñéóäéÜóôáôï
÷þñï Þ óôï åðßðåäï. ÅðïìÝíùò åßíáé ÷ñÞóéìï íá êáôáíïïýìå ôç ìáèçìáôéêÞ ðåñéãñáöÞ
ôùí êáìðõëþí óôïí IR2 Þ óôïí IR3. Ï ðéï áðëüò ôñüðïò íá ãñÜøïõìå ìéá êáìðýëç óôï
åðßðåäï åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò ìéáò ìåôáâëçôÞò Þ üðùò
èá ôçí áðïêáëïýìå ôþñá ãéá íá ôçí äéáêñßíïõìå áðü ôéò äéáíõóìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò, ôçò
âáèìùôÞò óõíÜñôçóçò ìéáò áíåîÜñôçôçò âáèìùôÞò ìåôáâëçôÞò. Ãíùñßæïõìå ðïëý
êáëÜ üôé ôï ãñÜöçìá ôçò áíáðáñéóôÜ ìéá êáìðýëç (Ó÷. 1.3).

ÐáñÜäåéãìá. Ç óõíÜñôçóç x2 = f(x1) ðïõ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

x2 = f(x1) =
√

4− x2
1; −2 ≤ x1 ≤ 2 (1.22)

áíáðáñéóôÜ ôï Üíù çìéêýêëéï åíüò êýêëïõ áêôßíáò 2 ìå êÝíôñï óôçí áñ÷Þ ôïõ óõóôÞìáôïò
óõíôåôáãìÝíùí, üðùò öáßíåôáé êáé óôï Ó÷Þìá 1.4. Áí èåëÞóïõìå íá áíáðáñáóôÞóïõìå
ïëüêëçñï ôïí êýêëï ôïõ Ó÷Þìáôïò 1.4, èá ÷ñåéáótïýìå êáé ìéá äeýôåñç óõíÜñôçóç ðïõ èá
áðåéêïíßæåé ôï êÜôù çìéêýêëéï

x2 = g(x1) = −
√

4− x2
1; −2 ≤ x1 ≤ 2: (1.23)

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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Ó÷Þìá 1.3. Ôï ãñÜöçìá ôçò óõíáñôÞóçò x2 = f(x1) åßíáé ìéá êáìðýëç.

Ãßíåôáé Ýôóé öáíåñü üôé êÜèå êáìðýëç äåí åßíáé ðÜíôïôå äõíáôü íá áíáðáñßóôáôáé áðü ìéá
ìüíï óõíÜñôçóç. ×ñåéáæüìáóôå åðïìÝíùò Ýíáí Üëëï ôñüðï ãéá ôçí ðëÞñç ìáèçìáôéêÞ
áíáðáñÜóôáóç ôùí êáìðõëþí. Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé ìå äõï ôñüðïõò: á. Ìå ôç âïÞèåéá
ìéáò åîßóùóçò äýï ìåôáâëçôþí â. Ìå ôçí ðáñáìåôñéêÞ áíáðáñÜóôáóç.

1.4.1 ÁíáðáñÜóôáóç êáìðýëçò ìå åîßóùóç äýï ìåôáâëçôþí

Óå áíôßèåóç ìå ìéá åîßóùóç ìéáò ìåôáâëçôÞò, ïé åîéóþóåéò ìå äýï ìåôáâëçôÝò ìðïñïýí íá
Ý÷ïõí Üðåéñåò ëýóåéò. Áò èåùñÞóïõìå ãéá ðáñÜäåéãìá ìéá ãñáììéêÞ åîßóùóç äýï ìåôáâëçôþí

áx1 + âx2 + ã = 0; (1.24)

üðïõ á; â êáé ã åßíáé äïóìÝíåò ìÞ-ìçäåíéêÝò óôáèåñÝò. Ãíùñßæïõìå üôé ïé ëýóåéò ôçò
åîßóùóåéò áõôÞò, äçëáäÞ üëá ôá æåýãç ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ðïõ ìçäåíßæïõí ôçí åîßóùóç
(1.24) åßíáé óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ âñßóêïíôáé ðÜíù óå ìéá åõèåßá. Ãé' áõôü üôáí âëÝðïõìå
ìéá åîßóùóç áõôÞò ôçò ìïñöÞò ôçí áðïêáëïýìå åîßóùóç åõèåßáò. Ãåíéêüôåñá, áí ìéá åîßóùóç
äýï ìåôáâëçôþí ôçò ìïñöÞò

F (x1; x2) = 0 (1.25)

åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, ôüôå áõôÞ áíôéðñïóùðåýåé ìéá êáìðýëç óôï åðßðåäï ×1×2. Ôï ðéï
ãíùóôü ðáñÜäåéãìá ìéá ôÝôïéáò áíáðáñÜóôáóçò åßíáé ï êýêëïò. Èåùñåßôáé ãíùóôü üôé ç
åîßóùóç êýêëïõ Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ãåíéêÞ ìïñöÞ:

(x1 − á)2 + (x2 − â)2 − ñ2 = 0; (1.26)
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1.4 Êáìðýëåò êáé ôñï÷éÝò 11

Ó÷Þìá 1.4. Ï êýêëïò áíôéóôïé÷åß óôá ãñáöÞìáôá äýï äéáöïñåôéêþí óõíáñôÞóåùí

üðïõ á; â êáé ñ óôáèåñÝò, åßíáé ï êýêëïò ìå áêôßíá ñ êáé êÝíôñï óôï (á; â).

Ç áíáðáñÜóôáóç ìéáò êáìðýëçò ìå ôç ìïñöÞ ôçò (1.25) êáèéóôÜ ðïëý åýêïëï ôïí õðïëïãéóìü
ôïõ ìïíáäéáßïõ êÜèåôïõ ðñïò ôçí êáìðýëç äéáíýóìáôïò. ÐñÜãìáôé ãíùñßæïõìå üôé ôï

∇F =

(
@F

@x1

;
@F

@x1

)
(1.27)

åßíáé Ýíá äéÜíõóìá êÜèåôï ðñïò ôç êáìðýëç, åðïìÝíùò ôï ìïáíáäéáßï äéÜíõóìá èá äßíåôáé
áðü ôç ó÷Ýóç

n =
∇F
|∇F |

: (1.28)

ÐáñÜäåéãìá Ïëüêëçñç ç êáìðýëç ôïõ Ó÷Þìáôïò 1.4 ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí åîßóùóç

F (x1; x2) = x2
1 + x2

2 − 22 = 0: (1.29)

Aí åðéëýóïõìå ôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç ùò ðñïò x2 èá êáôáëÞîïõìå óôéò ëýóåéò:

x2 = ±
√

4− x2
1; (1.30)

äçëáäÞ ìßá ãéá êÜèå çìéêýêëéï üðùò áêñéâþò êáé ïé óõíáñôÞóåéò (1.22) êáé (1.23) ôçò
ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ. Åðßóçò ôï ìïíáäßáéï êÜèåôï ðñïò ôïí êýêëï äéÜíõóìá èá åßíáé
óýìöùíá ìå ôçí (1.28):

n =
∇F
|∇F |

=
1√

4x2
1 + 4x2

2

(2x1; 2x2):

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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ÐáñáôÞñçóç Óçìåéþíïõìå üôé ôá ðáñáðÜíù éó÷ýïõí ìüíï ãéá åðßðåäåò êáìðýëåò, äçëáäÞ
ãáé êáìðýëåò ðïõ "æïõí" óôïí äéóäéÜóôáôï ÷þñï. Áí, êáôÜ áíÜëïãï ôñüðï, èåëÞóïõìå
íá ðåñéãñÜøïõìå ìéá êáìðýëç ôïõ ôñéóäéÜóôáôïõ ÷þñïõ, ôüôå ÷ñåéáæüìáóôå äýï åîéóþóåéò
ìå ôñåéò ìåôáâëçôÝò ç êÜèå ìéá. Ì' Üëëá ëüãéá ôï óýóôçìá ôùí äýï åîéóþóåùí ìå ôñåéò
áãíþóôïõò

F (x1; x2; x3) = 0;

G(x1; x2; x3) = 0

áíôéðñïóùðåýåé ìéá êáìðýëç ðïõ, åí ãÝíåé, äå "÷ùñÜ" óôï åðßðåäï êáé ÷ñåéÜæåôáé Ýíáí
åõñýôåñï ÷þñï ãéá íá ôçí öéëïîåíÞóåé, äçëáäÞ ôïí IR3.

1.4.2 ÐáñáìåôñéêÞ áíáðáñÜóôáóç êáìðõëþí

Ç ðáñáìåôñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ìéáò åðéðåäçò êáìðýëçò ãßíåôáé ìå äõï ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò
ðïõ áìöüôåñåò åîáñôüíôáé áðü ìéá ìåôáâëçôÞ ðïõ áðïôåëåß ôçí ðáñÜìåôñï ôçò
áíáðáñÜóôáóçò. Ãåíéêþò, ç ðáñáìåôñéêÞ ðåñéãñáöÞ ìéáò êáìðýëçò Ý÷åé ôç ìïñöÞ:

x1 = f1(ô);

x2 = f2(ô); ô ∈ [ô1; ô2] (1.31)

Áí åðéèõìïýìå ôçí ðáñáìåôñéêÞ ðåñéãñáöÞ ìéáò êáìðýëçò óôïí ôñéóäéÜóôáôï ÷þñï, ôüôå èá
÷ñåéáóôïýìå ìéá åðéðëÝïí óõíÜñôçóç

x1 = f1(ô);

x2 = f2(ô); ô ∈ [ô1; ô2] (1.32)

x2 = f2(ô):

ÐáñÜäåéãìá Ï êýêëïò ôïõ ôåëåõôáßïõ ðáñáäåßãìáôïò Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ðáñáìåôñéêÞ
ðåñéãñáöÞ:

x1(ö) = 2 cosö;

x2(ö) = 2 sinö; ö ∈ [0; 2�); (1.33)

üðïõ ö åßíáé ç ðáñÜìåôñïò ôçò áíáðáñÜóôáóçò. Ïé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò (1.33) êáé
ç åîßóùóç (1.29) ðåñéãñÜöïí ôï ßäéï ãåùìåôñéêü áíôéêåßìåíï: ôüí êýêëï áêôßíáò 2, ìå
êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. ÅðïìÝíùò ó÷åôßæïíôáé ìåôáîý ôïõò êáé ìå
êÜðïéïí ôñüðï èá õðÜñ÷åé ìåôÜâáóç áðü ôçí ìéá ìïñöÞ óôçí Üëëç. ÐñÜãìáôé, áí õøþóïõìå
ôéò (1.33) óôï ôåôñÜãùíï êáé ðñïóèÝóïõìå êáôÜ ìÝëç, ðáßñíïõìå

x2
1 + x2

2 = 4 cos2 ö + 4 sin2 ö

= 4
(
cos2 ö + sin2 ö

)
⇒ x2

1 + x2
2 = 4;

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò



1.5 Ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá 13

äçëáäÞ êáôáëÞãïõìå óôçí åîßùóç (1.29).

ÐáñáôÞñçóç Áîßæåé íá ðáñáôçñÞóåôå üôé ïé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò

x1(ø) = 2 cos(4ø);

x2(ø) = 2 sin(4ø); ø ∈ [0; �=2); (1.34)

ìå ðáñÜìåôñï áõôÞ ôç öïñÜ ôï ø, áíáðáñéóôïýí ôïí ßäéï áêñéâþò êýêëï. ÊáôÜ óõíÝðåéá
ç ðáñáìåôñéêÞ ðåñéãñáöÞ (1.33) äåí åßíáé ìïíáäéêÞ êáé åßíáé äõíáôüí ìå áëëáãÞ ôçò
ðáñáìÝôñïõ íá åðéôõã÷Üíïõìå Üëëåò áíáðáñÜóôÜóåéò ôïõ ßäéïõ êýêëïõ.

1.5 Ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá

Óôçí ÐáñÜãñáöï 1.3 ðáñïõóéÜóáìå ïëïêëçñþìáôá âáèìùôþí Þ äéáíõóìáôéêþí
óõíáñôÞóåùí ðïõ ôá óýíïëá Ù åðé ôùí ïðïßùí ïëïêëçñþíïõìå åßíáé ÷ùñßá ôïõ IR,
ôïõ IR2 Þ ôïõ IR3. Ó' áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá õðåíèõìßóïõìå ðùò ïëïêëçñþíïõìå ìéá
âáèìùôÞ Þ äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç åðß ìéáò êáìðýëçò, èá åîåôÜóïõìå äçëáäÞ ôï ëåãüìåíï
åðéêáìðýëéï ïëïêÞñùìá.

¸óôù ìéá êáìðýëç C ìå ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò

x1 = x1(ô);

x2 = x2(ô); ô ∈ [ô1; ô2] (1.35)

x3 = x3(ô)

Þ éóïäýíáìá
r(ô) = (x1(ô); x2(ô); x3(ô)) ; ô ∈ [ô1; ô2]: (1.36)

Ôï äéáöïñéêü ôçò r åßíáé åðßóçò ìéá äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

dr(ô) = (dx1(ô); dx2(ô); dx3(ô)) = (x′1(ô)dô; x
′
2(ô)dô; x

′
3(ô)dô) : (1.37)

Áðü ãåùìåôñéêÞ Üðïøç ìðïñïýìå íá âëÝðïõìå ôï äéÜíõóìá dr ùò ìéá "ìéêñÞ" ìåôáôüðéóç
åðß ôçò êáìðýëçò C ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìéá ìåôáâïëÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ êáôÜ dô.

¸óôù ôþñá ìéá äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç åðé ôçò êáìðýëçò C ,
äçëáäÞ Ý÷åé íüçìá íá ãñÜöïõìå

f = f(r) = f(r(ô)); ô ∈ [ô1; ô2]: (1.38)

Ôüôå ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ôçò f åðß ôçò C ãñÜöåôáé∫
C

f · dr: (1.39)

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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Ç ôåëåßá ìåôáîý ôçò f êáé ôïõ dr óôçí (1.39) åßíáé ôï óýìâïëï ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ,
åðïìÝíùò ç ôåëåõôáßá ãñÜöåôáé∫

C

f · dr =

∫
C

f1dx1 + f2dx2 + f3dx3: (1.40)

Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí (1.37) ãéá íá ìåôáôñÝøïõìå ôï ðáñáðÜíù åðéêáìðýëéï
ïëïêëÞñùìá óå Ýíá ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá ðïõ îÝñïõìå íá ôï õðïëïãßæïõìå. ÐñÜãìáôé∫

C

f · dr =

∫
C

f1dx1 + f2dx2 + f3dx3 =

∫ ô2

ô1

(f1x
′
1 + f2x

′
2 + f3x

′
3) dô: (1.41)

Ïé f1; f2 êáé f3 ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí õðü ïëïêëÞñùóç ðïóüôçôá ôçò (1.41) ìðïñïýí
íá ãñáöïýí óõíáñôÞóåé ôïõ ô üðùò öáßíåôáé åýêïëá áðü ôçí (1.38). ÄçëáäÞ ïëüêëçñç ç
ðïóüôçôá ðïõ âñßóêåôáé óôçí ðáñÝíèåóç ôçò (1.41) ìðïñåß íá ãñáöåß ùò óõíÜñôçóç ôïõ ô
êáé, óõíåðþò, ôï ïñéóìÝíï ïë0êëÞñùìá ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß.

ÐáñÜäåéãìá ¸óôù ç åðßðåäç êáìðýëç C ç ïðïßá Ý÷åé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò

x1 = 2 cos 2ô;

x2 = 4 sin 2ô; ô ∈ [0; �] (1.42)

Þ éóïäýíáìá
r(ô) = (x1(ô); x2(ô)) = (2 cos 2ô; 4 sin 2ô) ; ô ∈ [0; �]; (1.43)

Åðßóçò äßíåôáé ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç:

f(x) = (f1(x1; x2); f2(x1; x2)) =
(
x3

1 + x1x2; x
2
1 + x2

)
(1.44)

Åóôù ôá óçìåßá P1; P2 êáé P3 ôçò êáìðýëçò C ðïõ áíôéótïé÷ïýí óôéò ôéìÝò ôçò ðáñáìÝôñïõ
0; �=2 êáé �, äçëáäÞ óôá äéáíýóìáôá r(0), r(�=2) êáé r(�), áíôéóôïß÷ùò. Íá õðïëïãéóôïýí
ôá åðéêáìðýëéá ïëïêëÞñùìáôá ∫ P2

P1

f(r) · dr (1.45)

êáé ∫ P3

P1

f(r) · dr (1.46)

Ôï äéáöïñéêü ôçò r ãñÜöåôáé

dr = (dx1; dx2) = (x′1(ô)dô; x
′
2(ô)dô) = (−4 sin(2ô)dô; 8 cos(2ô)dô) : (1.47)

Åðßóçò ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç (1.43) ìðïñåß íá ãñáöåß

f(r) = (f1; f2) =
(
x3

1 + x1x2; x
2
1 + x2

)
=

(
(2 cos 2ô)3 + (2 cos 2ô)(4 sin 2ô); (2 cos 2ô)2 + 4 sin 2ô

)
: (1.48)

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò
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¸ôóé ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá (1.46) ãñÜöåôáé∫ P3

P1

f(r) · dr =

∫ P3

P1

f1dx1 + f2dx2

=

∫ P3

P1

(x3
1 + x1x2)dx1 + (x2

1 + x2)dx2; (1.49)

ç ïðïßá ìå ôç âïÞèåéá ôùí (1.46) êáé (1.47) ãñÜöåôáé:∫ P3

P1

f(r) · dr =

∫ �

0

(
8 cos3(2ô) + 2 cos(2ô)4 sin(2ô)

)
(−4 sin(2ô)dô)

+
(
4 cos2(2ô) + 4 sin(2ô)

)
(8 cos(2ô)dô)

=

∫ �

0

(
−32 cos3(2ô) sin(2ô)

)
dô +

∫ �

0

(
−32 cos(2ô) sin2(2ô)

)
dô

+

∫ �

0

(
32 cos3(2ô)

)
dô +

∫ �

0

(32 sin(2ô) cos(2ô)) dô

= −16

∫ �

0

(
cos3(2ô) sin(2ô) + cos(2ô) sin2(2ô)

)
d(2ô)

+16

∫ �

0

(
cos3(2ô) + sin(2ô) cos(2ô)

)
d(2ô):

Áí êÜíïõìå ôçí áëëáãÞ s = 2ô óôçí ìåôáâëçôÞ ïëïêëÞñùóçò, ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ãßíåôáé∫ P3

P1

f(r) · dr = 16

[∫ 2�

0

(
− cos3 s sin s− cos s sin2 s

)
ds +

∫ 2�

0

(
cos3 s + sin s cos s

)
ds

]
:

Ï áíáãíþóôçò ìðïñåß åýêïëá íá äéáðéóôþóåé üôé ôá ôåëåõôáßá ïëïêëçñþìáôá åßíáé ìçäÝí,
åðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé∫ P3

P1

f(r) · dr = 0:

Áíôßóôïé÷á õðïëïãßæåôáé ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá (1.45):∫ P2

P1

f(r) · dr = 16

[∫ �

0

(
− cos3 s sin s− cos s sin2 s

)
ds +

∫ �

0

(
cos3 s + sin s cos s

)
ds

]
:

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò






