
ÊåöÜëáéï 2

ÊéíçìáôéêÞ

Ç êéíçìáôéêÞ ìåëåôÜ ôç êßíçóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ áíåîÜñôçôá áðü ôï áßôéï (ôéò äõíÜìåéò)
ðïõ ðñïêáëåß áõôÞ ôçí êßíçóç. ÕðÜñ÷ïõí ðïóüôçôåò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôçí êßíçóç
êáèáõôÞ êáé äåí ÷ñåéÜæïíôáé ôçí åðßêëçóç ôçò Ýííïéáò ôçò äýíáìçò. Ïé ðïóüôçôåò áõôÝò
ðïõ ïíïìÜæïíôáé êéíçìáôéêÝò èá åéóá÷èïýí êáé èá åîåôáóôïýí ó' áõôü ôï êåöÜëáéï. Èá
åéóÜãïõìå ëïéðüí ôéò èåìåëéþäåéò Ýííïéåò ôçò êéíçìáôéêÞò ðïõ åßíáé ç èÝóç, ç ôá÷ýôçôá êáé
ç åðéôÜ÷õíóç.

2.1 Ôï äéÜíõóìá èÝóçò

Ï ÷þñïò óôïí ïðïßï ëáìâÜíïõí ÷þñá ôá öáéíüìåíá ðïõ åîåôÜæïõìå (äçëáäÞ ç êßíçóç
åíüò õëéêïý óçìåßïõ Þ åíüò óôåñåïý óþìóôïò) åßíáé ï öõóéêüò ôñéóäéÜóôáôïò ÷þñïò ðïõ
áíôéëáìâáíüìáóôå ìå ôéò áéóèÞóåéò ìáò. ¸íá êáëü ìáèçìáôéêü ðñüôõðï ãé' áõôü ôïí ÷þñï
åßíáé ï ëåãüìåíïò ôñéóäéÜóôáôïò Åõêëåßäéïò ÷þñïò (óõìâïëßæåôáé ÉÅ3), ðïõ äåí åßíáé ôßðïôá
Üëëï áðü ôïí ôñéóäéÜóôï ÷þñï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ÉR3, åöïäéáóìÝíï ìå ôçí Åõêëåßäéá
ãåùìåôñßá. ÖõóéêÜ, ï ÷þñïò ôçò êëáóóéêÞò åðßðåäçò ãåùìåôñßá (åðéðåäïìåôñßáò) åßíáé ï ÉÅ2.

¸óôù Ýíá õëéêü óçìåßï ðïõ âñßóêåôáé óô èÝóç P óôïí ôñéóäéÜóôáôï ÷þñï. Ôï äéÜíõóìá
−→
OP

ôïõ ïðïßïõ ç áñ÷Þ âñßóêåôáé óôçí áñ÷Þ ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝùí ëÝãåôáé äéÜíõóìá
èÝóçò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå r. ¼ðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï Ó÷Þìá 2.1,
ôï r èá áíáëýåôáé óôéò óõíéóôþóåò x1; x2 êáé x3:

−→
OP = r = x1e1 + x2e2 + x3e3; (2.1)
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Ó÷Þìá 2.1. Ôï äéÜíõóìá èÝóçò ðåñéãñÜöåé ðëÞñùò ôç èÝóç ïôõ õëéêïý óçìåßïõ óôï ÷þñï.

Þ ðéï áðëÜ

r = (x1; x2; x3) (2.2)

Ôï äéÜíõóìá r ðåñéãñÜöåé ðëÞñùò ôç èÝóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ ðïõ âñßóêåôåé óå "çñåìßá".

Ôé ãßíåôáé üìùò üôáí Ýíá õëéêü óçìåßï êéíåßôáé êáé áëëÜæåé óõíå÷þò èÝóç óôï ÷þñï; Ôüôå
ðñïöáíùò ôï äéÜíõóìá èÝóçò èá åßíáé äéáöïñåôéêü êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ, äçëáäÞ èá åîáñôÜôáé
áðü ôï ÷ñüíï. ¸óôù ç êßíçóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ êáôÜ ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [t1; t2]. Ôüôå
åßíáé åýëïãï íá ãñÜøïõìå

r(t); t ∈ [t1; t2] (2.3)

Þ éóïäýíáìá

r(t) = (x1(t); x2(t); x3(t)) ; t ∈ [t1; t2]: (2.4)

ÐáñáôçñÞóôå üôé (2.4) áðïôåëåßôáé áðü ôñåéò óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t. ÅðïìÝíùò áðü
ìáèçìáôéêÞ Üðïøç óõíéóôïýí ôçí ðáñáìåôñéêÞ ðåñéãñáöÞ ìéáò êáìðýëçò óôïí ôñéóäéÜóôáôï
÷þñï (äåò Ðáñ 1.4.2, Åî. (1.32)). ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá ôçí êáìðýëç C ðïõ äéáãñÜöåé
ôï õëéêü óçìåßï êáèþò êéíåßôáé óôïí ÉE3 üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï Ó÷Þìá 2.2. Ôçí êáìðýëç
áõôÞ óôç Ìç÷áíéêÞ ôçí ïíïìÜæïõìå ôñï÷éÜ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.

Áí ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç r(t) åßíáé ãíùóôÞ, ïõóéáóôéêÜ ãíùñßæïõìå ôç èÝóç ôïõ õëéêïý
ìáò óçìåßïõ óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. ÄçëáäÞ ç r(t) ðåñéãñÜöåé ðëÞñùò ôç êßíçóç ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ óôï ÷þñï êáé ãé' áõôü óõ÷íÜ áíáöÝñåôáé ùò êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.
Eßíáé åêåßíç ôç óõíÜñôçóç ðïõ óå ôåëéêÞ áíÜëõóç áíáæçôïýìå óå êÜèå ðñüâëçìá êáé ðïõ
áí ôçí âñïýìå ìðïñïýìå íá ðñïâëÝøïõìå ôç èÝóç ôïõ êéíçôïý óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ óôï
ìÝëëïí Þ áêüìç íá õðïëïãßæïõìå ôç èÝóç ðïõ åß÷å óôï ðáñåëèüí.

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò
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Ó÷Þìá 2.2. Ç ôñï÷éÜ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí êáìðýëç C : r =

r(t); t ∈ [t1; t2].

ÐáñÜäåéãìá Ç èÝóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ êáôÜ ôç êßíçóÞ ôïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôç
äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç

r(t) = 2 cos 3t e1 + 2 sin 3t e2 + e3; t ∈ [0; 2�]:

Íá áíáëýóåôå ôç êßíçóÞ ôïõ.

Áðü ôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç öáßíåôáé üôé

x1(t) = 2 cos 3t; x2(t) = 2 sin 3t; x3(t) = 1:

Áðü ôçí ôñßôç óõíÜñôçóç ðñïêýðôåé üôé ôï x3 åßíáé óôáèåñü. Áõôü óçìáßíåé üôé ç êßíçóç
äéåîÜãåôáé óôï åðßðåäï x3 = 1, äçëáäÞ ó' Ýíá åðßðåäï ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò ôï ×1Ï×2

êáé áðÝ÷åé ðñïò ôá ðÜíù áðüóôáóç 1 ìïíÜäáò ìÞêïõò áðü áõôü (Ó÷Þìá 2.3). ÐÜíù óå áõôü
ôï åðßðåäï ç êßíçóç åßíáé êõêëéêÞ ìå êÝíôñï ôï (0; 0) êáé áêôßíá 2, áöïý áðü ôéò äýï ðñþôåò
åîéóþóåéò ðñïêýðôåé ç ðáñáìåôñéêÞ áíáðáñÜóôáóç (óõíÝêñéíå ìå Åî. 1.33):

x1(t) = 2 cos 3t;

x2(t) = 2 sin 3t; t ∈ [0; 2�]:

Áí ðáñáôçñÞóïõìå ôï äéÜóôçìá óôï ïðïßï "ôñÝ÷åé" ï ÷ñüíïò t, èá óõìðåñÜíïõìå üôé ôï
õëéêü óçìåßï èá äéáãñÜøåé ôïí êýêëï ôñåéò öïñÝò.

2.2 Ç ôá÷ýôçôá êáé ç åðéôÜ÷õíóç

Ãíùñßæïõìå üôé ï ôá÷ýôçôá ïñßæåôáé ùò ï ñõèìüò ìåôáâïëÞò ôçò èÝóçò Þ áêñéâÝóôåñá ùò ç
÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò ôçò èÝóçò. ¢ñá, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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Ó÷Þìá 2.3. Ôï åðßðåäï x3 = 1 êáé ï êýêëïò x2
1 + x2

2 = 4 åðß ôïõ åðéðÝäïõ áõôïý.

ùò ôá÷ýôçôá ôçí åðßóçò äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç:

v(t) =
dr

dt
= (v1(t); v2(t); v3(t)) ; (2.5)

üðïõ

v1(t) =
dx1

dt

v2(t) =
dx2

dt
(2.6)

v3(t) =
dx3

dt
:

Óçìåéþóôå üôé ç ðáñáãþãéóç ãßíåôáé êáôÜ óõíéóôþóá, äçëáäÞ ðáñáãùãßæïõìå ìßá - ìßá ôéò
óõíéóôþóåò ôçò r, üðùò áêñéâþò ðñïâëÝðåé ç Åî. (1.16). ÅðåéäÞ ç ðáñÜãùãïò ùò ðñïò ôï
÷ñüíï áðáíôÜôáé ðïëý óõ÷íÜ óôç Ìç÷áíéêÞ, ÷ñçóéìïðïéïýìå åéäéêü óõìâïëéóìü ãéá íá ôç
ãñÜöïõìå:

dr

dt
≡ ṙ = (ẋ1(t); ẋ2(t); ẋ3(t)) ; (2.7)

ÅðåéäÞ ç èÝóç äßíåôáé áðü ìéá äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç (Åî. 2.4), áîßæåé íá åîåôÜóïõìå
ëåðôïìåñÝóôåñá áõôÞ ôçí ðáñÜãùãï. ¸óôù C ç ôñï÷éÜ åíüò õëéêïý óçìåßïõ ôï ïðïßï óôç

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t âñßóêåôáé óôç èÝóç P ìå äéÜíõóìá èÝóçò
−→
OP = r. ¸óôù åðßóçò üôé ìåôÜ

áðü Ýíá ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ät âñßóêåôáé óôç èÝóç P ′ ìå äéÜíõóìá èÝóçò
−−→
OP ′ = r + Är.

Ðñïöáíþò, ôï íÝï äéÜíõóìá èÝóçò (óôï P ′) ðñïêýðôåé áðü ôï äéáíõóìáôéêü Üèñïéóìá

−−→
OP ′ =

−→
OP +

−−→
PP ′ = r+ Är

üðùò öáßíåôáé áðü ôï Ó÷Þìá 2.4.

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò
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Ó÷Þìá 2.4. Ôï äéÜíõóìá ôçò ôá÷ýôçôáò v = dr=dt åßíáé êáôÜ ìÞêïò ôçò åöáðôïìÝíçò

óôï óçìåßï Ñ.

Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôþñá ôçí ìÝóç ôá÷ýôçôá ãéá ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìáÄt ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôç êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ áðü ôï P Ýùò ôï P ′:

vì =
Är

Ät
(2.8)

Áðü ôçí Åî. (2.8) ðñïêýðôåé üôé ç ìÝóç ôá÷ýôçôá vì êáé ôï Är åßíáé óõãñáììéêÜ, äçëáäÞ
ç äéåýèõíóç ôçò ìÝóçò ôá÷ýôçôáò åßíáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ äéáíýóìáôïò Är. Ì' Üëëá ëüãéá, ç
ìÝóç ôá÷ýôçôá åßíáé óôç äéåýèõíóç ôçò ÷ïñäÞò PP ′ êáé ü÷é êáôÜ ìÞêïò ôçò ôñï÷éÜò (äçëáäÞ
ôïõ ôüîïõ PP ′). Áí üìùò ðÜñïõìå Ýíá ìéêñüôåñï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá, ç íÝá èÝóç ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ åßíáé ôï P ′, ðïõ åßíáé åããýôåñá óôï óçìåßï P , êáé ç ÷ïñäÞ PP ′′ "ðëçóéÜæåé" ôï
ôüîï PP ′′, äçëáäÞ ôçí ôñï÷éÜ. Áí ðÜñïõìå ôï üñéï ôçò ìÝóçò ôá÷ýôçôáò êáèþò ôï Ät ôåßíåé
óôï ìçäÝí, èá öôÜóïõìå óôçí ðáñÜãùãï, äçëáäÞ óôç óôéãìéáßá ôá÷ýôçôá.

lim
Ät→0

vì = lim
Ät→0

Är

Ät
=

dr

dt
= v: (2.9)

ÐáñáôçñÞóôå óôï Ó÷Þìá 2.4 üôé, óôï üñéï, ç óôéãìéáßá ôá÷õôçôá äåí åßíáé ðëÝïí êáôÜ ìÞêïò
êÜðïéáò ÷ïñäÞò, áëëÜ êáôÜ ìÞêïò ôçò åöáðôïìÝíçò óôï óçìåßï P .

Ç åðéôÜ÷õíóç åßíáé Ýíá Üëëï äéáíõóìáôéêü ìÝãåèïò ðïõ ïñßæåôáé ùò ç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò
ôçò ôá÷ýôçôáò

á(t) = v̇ =
dv

dt
=

d2r

dt2
: (2.10)

¸ôóé ïé óõíéóôþóåò ôçò åðéôÜ÷õíóçò äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò

á1(t) = v̇1(t) = ẍ1(t)

á2(t) = v̇2(t) = ẍ2(t) (2.11)

á3(t) = v̇3(t) = ẍ3(t):

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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Äåí åßíáé õðï÷ñåùôéêü ç ôá÷ýôçôá êáé ç åðéôÜ÷õíóç íá äßíïíôáé Þ íá áíáæçôþíôáé ðÜíôá
ùò óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ. ÐïëëÝò öïñÝò, ãéá ðáñÜäåéãìá, ç åðéôÜ÷õíóç ìðïñåß íá äïèåß
ùò ìéá óõíÜñôçóç ôçò èÝóçò á = á(r). ÁõôÞ ç ó÷Ýóç äåí Ýñ÷åôáé óå áíôßèåóç ìå ôçí Åî.
(2.10), áöïý ìðïñåß ìå ìéá áðëÞ óýíèåóç ôçò á(r) ìå ôçí r(t) íá ìáò äþóåé ôçí åðéôÜ÷õíóç
ùò óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ:

á(t) = á(r(t)): (2.12)

ÐáñÜäåéãìá Óå ìéá ìïíïäéÜóôáôç êßíçóç ç ôá÷ýôçôá Ý÷åé ôç ìïñöÞ v1(x1) = 3x2=3
1 . Íá

õðïëïãéóôåß ç åðéôÜ÷õíóç.

ÅðåéäÞ ôï ðñüâëçìá åßíáé ìïíïäéÜóôáôï, äåí åßíáé áíáãêáßá ç ÷ñÞóç äåéêôþí. Ìðïñïýìå
ëïéðüí íá ãñÜøïõìå

v(x) = 3x2=3 (2.13)

H åðéôÜ÷õíóç ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ìå ôç âïÞèåéá ôçò áëõóéäùôÞò ðáñáãþãéóçò:

á =
dv

dt
=

dv

dx

dx

dt
=

dv

dx
v = 3

2

3
x−1=33x2=3 = 6x1=3;

üðïõ ç ðáñÜãùãïò v′(x) õðïëïãßóôçêå ìå ôç âïçèåßá ôçò åî. (2.13). ÐñïóÝîôå üôé âñÞêáìå
ôçí åðéôÜ÷õíóç ùò óõíÜñôçóç ôïõ x, äçëáäÞ ùò óõíÜñôçóç ôçò èÝóçò. Áí åðéìÝíïõìå íá ôçí
õðïëïãßóïõìå ùò ðñïò ôï ÷ñüíï, ôüôå ðñÝðåé íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí Ýêöñáóç ôçò ôá÷ýôçôáò,
áöïý ðñþôá ÷ùñßóïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò

v =
dx

dt
⇒ 3x2=3 =

dx

dt
⇒ x−2=3dx = 3dt:

Ôþñá ìðïñïýìå íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí ôåëåõôáßá åîßóùóç∫
x−2=3dx =

∫
3dt⇒ x1=3

1=3
= 3t + c⇒ x1=3 = t + c;

üðïõ c ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ. ¼ôáí ôï áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé ìåôÜ áðü ìéá ïëïêëÞñùóç,
èá åìöáíßæåôáé ðÜíôá ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Ãéá íá õðïëïãéóôåß ðëÞñùò ç óõíÜñôçóç
ôçò èÝóçò áðáéôåßôáé åðéðëÝïí ìéá áñ÷éêÞ óõíèÞêç. Áí, ãéá ðáñÜäåéãìá, ìáò Ýäéíáí ôçí
ðëçñïöïñßá üôé êáôÜ ôçí áñ÷éêÞ óôéãìÞ (t = 0), ôï õëéêü óçìåßï åõñßóêåôï óôçí áñ÷Þ ôïõ
óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí, äçëáäÞ áí x(0) = 0, ôüôå åýêïëá õðïëïãßæåôáé üôé ç óôáèåñÜ
c åßíáé ìçäÝí êáé ç óõíÜñôçóç èÝóçò ãßíåôáé

x1=3 = t⇒ x(t) = t3:

ÐáñÜäåéãìá Ç ôñï÷éÜ åíüò õëéêïý óçìåßïõ äßíåôáé áðü ôéò ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò

x1 = 3e−2t

x2 = 4 sin 3t

x3 = 5 cos 3t
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Íá õðïëïãéóôïýí (á) Ç ôá÷ýôçôá êáé ç åðéôÜ÷õíóç. (â) Ôï ìÝôñï ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ ôç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0.

Ç êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôç óõíÜñôçóç

r(t) =
(
3e−2t; 4 sin 3t; 5 cos 3t

)
:

¸ôóé, ç ôá÷ýôçôá êáé ç åðéôÜ÷õíóç õðïëïãßæïíôáé ìå ôç óåéñÜ ôïõò:

ṙ(t) = (ẋ1(t); ẋ2(t); ẋ3(t))

=
(
−6e−2t; 12 cos 3t;−15 sin 3t

)
êáé

r̈(t) = (ẍ1(t); ẍ2(t); ẍ3(t))

=
(
12e−2t;−48 sin 3t;−45 cos 3t

)
:

Õðïëïãßæïõìå ôþñá ôçí ôá÷ýôçôá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0

v(0) = ṙ(0) = (−6; 12; 0)

êáé óôç óõíÝ÷åéá ôï ìÝôñï ôçò

v(0) =

√
v1(0)2 + v2(0)

2 + v3(0)
2 =

√
(−6)2 + 122 =

√
180 ≈ 13:4:

2.2.1 Ôï öõóéêü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí

¸óôù üôé ç ôñï÷éÜ åíüò õëéêïý óçìåßïõ äßíåôáé áðü ôçí êáìðýëç C ôïõ Ó÷Þìáôïò 2.5.
¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç ðåé ç êáìðýëç ðåñéãñÜöåôáé áðü ôéò ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò

x1 = x1(t); x2 = x2(t); x3 = x3(t); t ∈ [t1; t2] (2.14)

Þ éóïäýíáìá
r = r(t); t ∈ [t1; t2]: (2.15)

ÐáñáôçñÞóôå üôé ï öõóéêüò ÷ñüíïò t áðïôåëåß ôçí ðáñÜìåôñï ôçò êáìðýëçò C. ¼ìùò, ç
ðáñÜìåôñïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ìéáò êáìðýëçò äåí åßíáé ìïíáäéêÞ. Ìéá
ïðïéáäÞðïôå ïìáëÞ êáé ìïíüôïíç óõíÜñôçóç

s = s(t); t ∈ [t1; t2]; (2.16)

áðïôåëåß ìéá áëëáãÞ ðáñáìÝôñïõ óôç ìáèçìáôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò êáìðýëçò. ÐñÜãìáôé, ìå
ôç óýíèåóç r(t(s)) = r(s), ïé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ãßíïíôáé

r = r(s); s ∈ [s1; s2]; (2.17)
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üðïõ s1 = s(t1) êáé s2 = s(t2).

Óçìåéþíïõìå üôé ç åî. (2.17) ìïëïíüôé åßíáé äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí åî. (2.15) ðáñéóôïýí ôï
ßäï áêñéâþò ãåùìåôñéêü áíôéêåßìåíï, äçëáäÞ ôçí êáìðýëç C ç ïðïßá äåí åðçñåÜæåôáé áðü
ôéò áëëáãÝò ðáñáìÝôñïõ. Áí ôï s ìåôñÜ ôï ìÞêïò ôçò êáìðýëçò áðü ôï áñ÷éêü óçìåßï P1,

Ó÷Þìá 2.5. Ôá äéáíýóìáôá ô, n êáé â óõãêñïôïýí ôï öõóéêü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí.

ôüôå ç óõíÜñôçóç s = s(t) ðáñéóôÜ ìéá óôÜíôáñ ãéá ôç Ìç÷áíéêÞ áëëáãÞ ðáñáìÝôñïõ êáé ç
íÝá ðáñÜìåôñïò s áíáöÝñåôáé ùò ìÞêïò ôüîïõ. Ðñïöáíþò ôüôå èá éó÷ýåé s1 = s(t1) = 0
êáé s2 = s(t2) èá åßíáé ôï óõíïëéêü ìÞêïò ôçò ôñï÷éÜò.

Ìðïñïýìå ôþñá íá "îáíáäïýìå" ôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò ôç íÝá ðáñÜìåôñï
s. Áò îåêéíÞóïõìå áðü ôçí ðáñÜãùãï ôçò

ô =
dr

ds
: (2.18)

Ôï äéÜíõóìá ô åßíáé åöáðôüìåíï ðñïò ôçí ôñï÷éÜ C (Ó÷. 2.5) üðùò åîçãÞóáìå óôçí
ðáñÜãñáöï 2.2 êáé Ý÷åé ìïíáäéáßï ìÝôñï äéüôé

ô =
dr

ds
=

dr

dt

dt

ds
= v

1

v
⇒ |ô| = ô = 1; (2.19)

üðïõ óôçí ôñßôç éóüôçôá ôçò (2.19) ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôç ó÷Ýóç

v =
ds

dt
= ṡ: (2.20)

ÄçëáäÞ ôï ìÝôñï ôçò ôá÷ýôçôáò, áêüìç êáé óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜæåôáé åäþ,
åîáêïëïõèåß íá åßíáé ï ñõèìüò ìåôáâïëÞò (÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãïò) ôçò áðüóôáóçò ðïõ äéáíýåé
ôï êéíçôü, áíåîÜñôçôá áí áõôü êéíåßôáé óå åõèåßá Þ óå ïðïéáäÞðïôå êáìðýëç ôñï÷éÜ.
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Åðßóçò áðü ôçí åî. (2.19) ãßíåôáé öáíåñü üôé ôï äéÜíõóìá ô åßíáé óõããñáììéêü ìå ôçí
ôá÷ýôçôá v êáé óõíäÝåôáé ìáæß ôçò ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

v =
dr

dt
=

dr

ds

ds

dt
⇒ v = vô: (2.21)

Ìðïñïýìå åðßóçò íá äåßîïõìå üôé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ôçò r(s), äçëáäÞ ç ô′, åßíáé ïñèïãþíéá
ðñïò ôçí ô. ÐñÜãìáôé, áöïý åßíáé ãíùóôü üôé ôï ô åßíáé ìïíáäéáßïõ ìÝôñïõ èá éó÷ýåé

ô · ô = |ô|2 = 1: (2.22)

ÅðïìÝíùò, áí ðáñáãùãßóïõìå

d

ds
(ô · ô) = 0 ⇒ dô

ds
· ô+ ô · dô

ds
= 0

⇒ 2ô′(s) · ô(s) = 0; (2.23)

äçëáäÞ ôá äéáíýóìáôá ô′ êáé ô åßíáé ïñèïãþíéá ìåôáîý ôïõò êáé åðåéäÞ ôï ô åßíáé åöáðôüìåíï
ðñïò ôçí ôñï÷éÜ, ôï ô′ èá åßíáé êÜèåôï ðñïò áõôÞ üðùò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 2.5. Ì' Üëëá
ëüãéá, ç ðáñÜãùãïò ôçò ô ìðïñåß íá ãñáöåß

ô′ = |ô′|n = kn; (2.24)

üðïõ n åßíáé ôï ìïíáäéáßï, êÜèåôï ðñïò ôçí ôñï÷éÜ äéÜíõóìá êáé k ìéá óôáèåñÜ ðïõ
áíôéðñïóùðåýåé ôï ìÝôñï ôçò ô′. Ç åî. (2.24) ãñÜöåôáé åðßóçò

ô′ = kn =
1

R
n; (2.25)

üðïõ ðñïöáíþò k = 1=R. Ôüóï ôï k üóï êáé ôï R Ý÷ïõí óáöÞ ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá, ôï
ðñþôï áíáöÝñåôáé ùò êáìðõëüôçôá êáé ôï äåýôåñï ùò áêôßíá êáìðõëüôçôáò.

Tá äéáíýóìáôá ô êáé n åßíáé ðÜíôá ïñèïãþíéá ìåôáîý ôïõò. Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå Ýíá ôñßôï
ìïíáäéáßï äéÜíõóìá, ïñèïãþíéï êáé ðñïò ôá äýï ìå ôç âïÞèåéá ôïõ åîùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ:

â = ô× n: (2.26)

¸ôóé, ôá ìïíáäéáßá äéáíýóìáôá â, ô êáé n óõãêñïôïýí Ýíá ôñéóïñèïãþíéï óýóôçìá
óõíôåôáãìÝíùí ðïõ áíáöÝñåôáé ùò öõóéêü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí.

2.2.2 Ç ôá÷ýôçôá êáé ç åðéôÜ÷õíóç óôï öõóéêü óýóôçìá

óõíôåôáãìÝíùí

Ôï öõóéêü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí áíÜëõóç ôçò êßíçóçò.
Ì' Üëëá ëüãéá, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí ôá÷ýôçôá êáé ôçí åðéôÜ÷õíóç ùò ðñïò áõôü.
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ÌÜëéóôá, áõôü ôï Ý÷ïõìå Þäç êÜíåé ãéá ôçí ôá÷ýôçôá. ÐñÜãìáôé, áò åðéêåíôñþóïõìå ôçí
ðñïóï÷Þ ìáò óôç (2.21) ôçí ïðïßá îáíáãñÜöïõìå:

v = vô: (2.27)

ÄçëáäÞ óôï öõóéêü óýóôçìá ç ôá÷ýôçôá Ý÷åé ìßá ìüíï óõíéóôþóá êáôÜ ôï ô, ðïõ äåí åßíáé
êáèüëïõ ðáñÜîåíï, áöïý ãíùñßæïõìå áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï üôé ôï äéÜíõóìá ôçò
ôá÷ýôçôáò åßíáé óõããñáìéêü ìå ôçí åöáðôïìÝíç, Üñá åßíáé óõããñáììéêü ìå ôï ô. Ãéá ôçí
åðéôÜ÷õíóç îåêéíïýìå áðü ôïí ïñéóìü ôçò

á =
dv

dt
=

d

dt
(vô) =

dv

dt
ô+ v

dô

dt
; (2.28)

üðïõ óôçí ðáñáðÜíù ìåôáâÜóç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå áðëþò ôçí åî. (2.27). Ï ôåëåõôáßïò üñïò
ôçò (2.28) õðïëïãßæåôáé åýêïëá ìå ôç âïÞèåéá ôçò áëõóéäùôÞò ðáñáãþãéóçò êáé ôçò åî.
(2.25)

dô

dt
=

dô

ds

ds

dt
=

1

R
nv (2.29)

Äåí ìÝíåé ðáñÜ íá åéóÜãïõìå ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç óôçí åî. (2.28)

á =
dv

dt
ô+

v2

R
n: (2.30)

H (2.28) áíáðáñéóôÜ ôçí åðéôá÷ýíóç óôï öõóéêü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí. Ç óõíéóôþóá
ôçò åðéôÜ÷õíóçò êáôÜ ôï åöÜðôïìåíï äéÜíõóìá ô èá ëÝãåôáé åöáðôïìåíéêÞ åðéôÜ÷õíóç,
åíþ ç áíôßóôïé÷ç óõíéóôþóá êáôÜ ôçí êÜèåôç ðñïò ôçí ôñï÷éÜ ïíïìÜæåôáé êåíôñïìüëïò
åðéôÜ÷õíóç.

ÐáñáôçñÞóôå üôé ç åðéôÜ÷õíóç èá âñßóêåôáé ðÜíôïôå óôï åðßðåäï ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôá ô êáé
n, äçëáäÞ ç óõíéóôþóá ôçò åðéôÜ÷õíóçò êáôÜ ôïí ôñßôï Üîïíá ôïõ öõóéêïý óõóôÞìáôïò,
äçëáäÞ êáôÜ ôïí â, åßíáé ðÜíôïôå ìçäÝí.

ÐáñÜäåéãìá ¸óôù õëéêü óçìåßï ôïõ ïðïßïõ ç êßíçóç ðåñéãñÜöåôáé áðü ôç äéáíõóìáôéêÞ
óõíÜñôçóç

r(t) = (4 cos 2t; 4 sin 2t; 0) : t ∈ [0; �]

Ç ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç áíôéóôïé÷åß óôéò ðáñáìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò

x = 4 cos 2t;

y = 4 sin 2t; t ∈ [0; �]

z = 0;

Þ éóïäýíáìá óôçí åîßóùóç
F (x; y) = x2 + y2 = 4:

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò



2.2 Ç ôá÷ýôçôá êáé ç åðéôÜ÷õíóç 27

Ðñïöáíþò ôï óçìåßï êéíåßôáé åðß êõêëéêÞò ôñï÷éÜò áêôßíáò 4 ìå ôá÷ýôçôá

v(t) = (−8 sin 2t; 8 cos 2t; 0) ;

ìÝôñïõ

v =
√

(−8 sin 2t) + (8 cos 2t) = 8:

Ç óõíÜñôçóç ðïõ "ìåôñÜ" ôï ìÞêïò ôüîïõ (äçëáäÞ ôï ìÞêïò ôçò ôñï÷éÜò) áðü ôï áñ÷éêü
óçìåßï ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ÷ñüíï t = 0, äçëáäÞ ôï óçìåßï (4; 0; 0) èá ðëçñïß ôçí åîßóùóç

ds

dt
= v = 8

êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
s(o) = 0:

ÅðïìÝíùò ôï ìÞêïò ôüîïõ èá åßíáé

s = 8t; t ∈ [0; �]

êáé ç êßíçóç ùò ðñïò ôç íÝá ðáñÜìåôñï s èá ãñÜöåôáé:

r(s) =
(
4 cos

s

4
; 4 sin

s

4
; 0

)
; s ∈ [0; �=8]:

Åýêïëá ìðïñïýìå íá åðéâåâáéþóïõìå üôé ôï äéÜíõóìá

ô =
dr

ds
=

(
− sin

s

4
; cos

s

4
; 0

)
åßíáé ìïíáäéáßïõ ìÝôñïõ.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, åßôå áðü ôçí åî. (1.27) åßôå áðü ôçí åî. (2.25) ìðïñåß åýêïëá íá
áðïäåé÷èåß üôé ôï ìïíáäéáßï êÜèåôï äéÜíõóìá ðñïò ôçí ôñï÷éÜ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

n = (cos 2t; sin 2t; 0)

Þ éóïäýíáìá ùò ðñïò ôçí ðáñÜìåôñï s

n = (cos
s

4
; sin

s

4
; 0):

ÅðåéäÞ ôï ìÝôñï ôçò ôá÷ýôçôáò åßíáé óôáèåñü óå êÜèå óçìåßï ôçò ôñï÷éÜò, ç åðéôÜ÷õíóç óôï
öõóéêü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí (âëÝðå åî. (2.30)) èá ãßíåôáé:

á =
v2

R
n =

82

4
n = 16n:

Ì' Üëëá ëüãéá óôç êõêëéêÞ êßíçóç, ç åðéôÜ÷õíóç óôï öõóéêü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí Ý÷åé
ìüíï ìéá óõíéóôþóá êáôÜ ôï n, äçëáäÞ "åðéâéþíåé" ìüíï ç êåíôñïìüëïò óõíéóôþóá ôçò
åðéôÜ÷õíóçò.
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