
ÊåöÜëáéï 3

Ïé Íüìïé êßíçóçò ôïõ Newton

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá åîåôÜóïõìå ôéò ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôùí äõíÜìåùí êáé ôïõ áðïôåëÝóìáôoò
ðïõ áõôÝò ðñïêáëïýí, äçëáäÞ ôçí êßíçóç. Ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò ðïõ áðïôåëïýí èåìåëéþäåéò
íüìïõò ôçò Ìç÷áíéêÞò (áëëÜ êáé ôçò ÖõóéêÞò ãåíéêþôåñá) äéáôõðþèçêáí ãéá ðñþôç öïñÜ
áðü ôïí Isaac Newton, to 1687 óôï ðéï äéÜóçìï ßóùò âéâëßï ôçò åðéóôçìïíéêÞò âéâëéïãñáößáò,
ôï "Philosophia Naturalis Principia Mathematica" Þ ÷Üñéí óõíôïìßáò áíáöåñüìåíï êáé
ùò "Principia". ¼ðùò ìáñôõñÜ êáé ï ôßôëïò ôïõ âéâëßïõ o Newton äéáôýðùóå âáóéêÝò
áñ÷Ýò (principia mathematica) ïé ïðïßåò äåí ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí êáé õéïèåôïýíôáé ùò
ìáèçìáôéêÜ áîéþìáôá. Ðñïöáíþò üìùò áõôÝò ïé áñ÷Ýò ðñÝðåé áöåíüò íá óõìöùíïýí ìå
ôçí åìðåéñßá ìáò (äçëáäÞ íá åðéâåâáéþíïíôáé áðü ôï ðåßñáìá) êáé áöåôÝñïõ íá åñìçíåýïõí
ðéï ðåñßðëïêåò êéíÞóåéò üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ôéò ôñï÷éÝò ôùí ðëáíçôþí óôï çëéáêü ìáò
óýóôçìá.

3.1 Ï ðñþôïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá

Ç äýíáìç åßíáé ìéá Ýííïéá ðïõ åéóÞ÷èçêå ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Newton êáé ãéá ôçí
ïðïßá üëïé Ý÷ïõìå ìéá åìðåéñéêÞ áßóèçóç. Äéáéóèáíüìáóôå äçëáäÞ üôé ç äýíáìç åßíáé áõôÞ
ðïõ "êñýâåôáé" ðßóù áðü ïðïéáäÞðïôå áëëáãÞ óôçí êéíçôéêÞ êáôÜóôáóç åíüò óþìáôïò. Ì'
Üëëá ëüãéá ç äýíáìç êáé ç êßíçóç "ðÜíå ðáñÝá" óå ìéá ó÷Ýóç ðïõ ç ðñþôç áðïôåëåß ôï
áßôéï êáé ç äåýôåñç ôï áðïôÝëåóìá. ÓÞìåñá, 300 ÷ñüíéá ìåôÜ ôçí åéóáãùãÞ ôçò Ýííïéáò üëïé
ïé Üíèñùðïé åßíáé åîïéêåéùìÝíïé ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ êáé ôçí áðïäÝ÷ïíôáé ÷ùñßò äõóêïëßá.
Äåí óõíÝâç üìùò ôï ßäéï ìå ôïõò óýã÷ñïíïõò ðñïò ôïí Newton åðéóôÞìïíåò, ïé ïðïßïé
ôïõ Üóêçóáí äñéìýôáôç êñéôéêÞ ãéá ôï "ìõóôéêéóôéêü" ÷áñáêôÞñá ôçò Ýííïéáò ôçò äýíáìçò.
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Óå êÜèå ðåñßðôùóç ï Newton åéóÞãáãå ôçí Ýííïéá áîéùìáôéêÜ êáé óõíåðþò ôçí èåùñïýóå
ìåôáîý ôùí èåìåëéáêùí åííïéþí åðé ôùí ïðïßùí Ýóôçóå ôï "ïéêïäüìçìá" ôùí principia. Ç
ìïíÜäá ôçò äýíáìçò óôï SI åßíáé ôï Newton (N) åíþ óôï cgs åßíáé ç äýíç (dyn).

Ï ëåãüìåíïò ðñþôïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá Þ íüìïò ôçò áäñÜíåéáò äéáôõðùíåôáé ùò åîÞò:

ÊÜèå õëéêü óçìåßï ðáñáìÝíåé óå êáôÜóôáóç çñåìßáò Þ åõèýãñáììçò ïìïéüìïñöçò
(éóïôá÷ïýò) êßíçóçò åêôüò áí åðéäñÜ åð' áõôïý åîùôåñéêÞ äýíáìç.

ÏõóéáóôéêÜ ç ðáñáðÜíù äéáôýðùóç ìáò "ðëçñïöïñåß" üôé, áíôßèåôá ìå üôé ðßóôåõáí óôçí
êëáóóéêÞ áñ÷áéüôçôá, üôáí ó' Ýíá óþìá äåí åðéäñÜ êáììßá äýíáìç ôï óþìá äéáôçñåß
ôçí êéíçôéêÞ ôïõ êáôÜóôáóç. ÄçëáäÞ áí Ýíá óþìá Ý÷åé ìéá ìç-ìçäåíéêÞ ôá÷ýôçôá èá
åîáêïëïõèÞóåé íá êéíåßôáé óôï äéçíåêÝò ìå ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá üóï äåí åðéäñÜ åðÜíù ôïõ
êáììéÜ äýíáìç. ÖõóéêÜ áí ôï óþìá åßíáé óôçí êáôÜóôáóç ôçò çñåìßáò èá åîáêïëïõèÞóåé
íá ðáñáìÝíåé áêßíçôï. Ïé ¸ëëçíåò öéëüóïöïé ðßóôåõáí üôé ç çñåìßá åßíáé ç "öõóéêÞ
êáôÜóôáóç" ôùí óùìáôþí êáé üôé ãéá íá êéíçèïýí Þôáí áðáñáßôçôïò Ýíáò åîùôåñéêüò
ðáñÜãïíôáò ï ïðïßïò èá ôá èÝóåé óå êßíçóç. Ðñþôïò ï Ãáëéëáßïò áíôéëÞöèçêå üôé ôá óþìáôá
óôç ãç óôáìáôïýí íá êéíïýíôáé, ôïõëÜ÷éóôïí ùò ðñïò ôçí åðéöÜíåéá ôçò ãçò, åîáéôßáò ôçò
ðáñïõóßáò ôùí ôñéâþí.

3.2 Ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá

Ìéá Üëëç èåìåëéþäçò Ýííïéá ðïõ ðñÝðåé íá åéóá÷èåß ó´áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï åßíáé ç ìÜæá. Ç
ìÜæá åßíáé ìéá åããåíÞò éäéüôçôá åíüò óþìáôïò êáé ðåñéãñÜöåôáé áðü ìéá âáèìùôÞ ðïóüôçôá
ðïõ ìåôñÜ ôï "ðïóü ôçò ýëçò" ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï óþìá. ¹ ìïíÜäá ìÜæáò óôï cgs åßíáé ôï
ãñáììÜñéï (g) åíþ óôï SI åßíáé ôï ÷éëéüãñáììï (kg). Åðßóçò ç ïñìÞ åßíáé ìéá äéáíõóìáôéêÞ
ðïóüôçôá ðïõ ïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

p = mv; (3.1)

üðïõ ìå m óõìâïëßæåôáé ç ìÜæá ôïõ óþìáôïò êáé ìå v ç ôá÷ýôçôá ôïõ.

Ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá ðïóïôéêïðïéåß ôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôç äýíáìç ðïõ áóêåßôáé
åðß åíüò óþìáôïò êáé ôï áðïôÝëåóìá ôçò ðïõ åßíáé ç ìåôáâïëÞ ôçò ïñìÞò ôïõ óþìáôïò.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ï ñõèìüò ìåôáâïëÞò ôçò ïñìÞò åíüò óþìáôïò éóïýôáé ìå ôç äýíáìç ðïõ
áóêåßôáé ðÜíù óôï óþìá êáé ðñïêáëåß áõôÞ ôç ìåôáâïëÞ

F =
dp

dt
; (3.2)

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò
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üðïõ ìå F óõìâïëßæåôáé ç äýíáìç. Áí ç ìÜæá ôïõ óþìáôïò åßíáé óôáèåñÞ êáé äåí ìåôáâÜlëåôáé
ìå ôï ÷ñüíï ç åîßóùóç (3.2) ãñÜöåôáé

F = m
d2r

dt2
= má: (3.3)

Áðü ôçí åî. (3.3) åýêïëá ðñïêýðåôé üôé ç ìïíÜäá äýíáìçò óôï SI, äçëáäÞ ôï Newton
ãñÜöåôáé

1Í = 1
kg ·m
s2

: (3.4)

Ì' Üëëá ëüãéá áí áóêçèåß äýíáìç åíüò Í åðß óþìáôïò ìÜæáò 1 Kg èá ðñïêáëÝóåé åðéôÜ÷õíóç
1 m=s2.

3.2.1 Ç óçìáóßá ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá

ÁíáìöéóâÞôçôá ç åî. (3.3) áðïôåëåß ôçí ðéï óçìáíôéêÞ åîßóùóç ôçò Ìç÷áíéêÞò êáé ßóùò
üëùí ôùí èåôéêþí åðéóôçìþí. Ãé' áõôü áðïêáëåßôáé êáé èåìåëéþäçò åîßóùóç ôçò äõíáìéêÞò.
Ç åîßóùóç áõôÞ äéÝðåé ôçí êßíçóç üëùí ôùí óùìÜôùí áðü ôï ðéï ìéêñü ùò ôï ðéï ìåãÜëï.
Áò ôçí äïýìå üìùò êáëýôåñá. Ðñïöáíþò ç (3.3) åßíáé ìéá äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç, Üñá óôçí
ïõóßá ðñüêåéôáé ãéá ôñåéò âáèìùôÝò åîéóþóåéò

F1 = mẍ = m
d2x

dt2
;

F2 = mÿ = m
d2y

dt2
; (3.5)

F3 = mz̈ = m
d2z

dt2
;

üðïõ F = (F1; F2; F3) êáé r = (x; y; z).

Áí ç åðéâáëëüìåíç äýíáìç F åßíáé ãíùóôÞ, ôüôå ïé åî. (3.5) ìðïñïýí íá ïëïêëçñùèïýí ìå
ôçí ðñïûðüèåóç üôé õðÜñ÷ïõí ïé êáôÜëëçëåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá ôç èÝóç êáé ôçí ôá÷ýôçôá.

ÐáñÜäåéãìá Åðß õëéêoý óçìåßïõ ìÜæáò 0.01 kg, ðïõ óôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 âñßóêåôáé
óôç èÝóç (2; 2;−1)(óå cm) êáé êéíåßôáé ìå ôá÷ýôçôá v = (2; 4; 3) cm/s åðéäñÜ ç äýíáìç

F = 10te1 + 30t2e2 + (40t3 + 10)e3:

Íá âñåèåß ç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ãéá ïðïéáäÞðïôå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ êáé ôï ìÝôñï ôçò
ôá÷ýôçôáò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 2 s.

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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Ïé åîéóþóåéò ðïõ äéÝðïõí ôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ åßíáé

10
d2x

dt2
= 10t;

10
d2y

dt2
= 30t2;

10
d2z

dt2
= 40t3 + 10;

üðïõ ç ìÜæá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ õðïïãßóôçêå óå ãñáììÜñéá (m=0.01 kg=10 g), åðéëÝîáìå
äçëáäÞ íá åñãáóôïýìå óôï cgs. Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ý÷ïõí ùò åîÞò:

x(0) = 2; ẋ(0) = 2;

y(0) = 2; ẏ(0) = 4;

z(0) = −1; ż(0) = 3:

Áò îåêéíÞóïõìå áðü ôçí ðñþôç åîßóùóç ðïõ ãñÜöåôáé

d2x

dt2
= t:

Ç ðáñáðÜíù åîßóùóç ìðïñåß ðïëý åýêïëá íá åðéëõèåß ìå äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò

dx

dt
=

t2

2
+ c1 ⇒ x(t) =

t3

6
+ c1t+ c2:

Óôçí ôåëåõôáßá åöáñìüæïõìå ôéò äýï ðñþôåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:

x(0) = 2 ⇒ c2 = 2 êáé ẋ(0) = 2 ⇒ c1 = 2:

ÅðïìÝíùò ç ðñþôç óõíéóôþóá ôçò êßíçóçò ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ

x(t) =
t3

6
+ 2t+ 2:

Ïìïßùò, ìðïñåßôå íá åðéâåâáéþóåôå üôé ïé Üëëåò äõï óõíéóôþóåò ãßíïíôáé

y(t) =
t4

4
+ 4t+ 2

z(t) =
t5

5
+
t2

2
+ 3t− 1:

Ç áíôßóôïé÷ç ôá÷ýôçôá äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

v(t) =

(
t2

2
+ 2; t3 + 4; t4 + t+ 3

)
;

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò
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ç ïðïßá óôï äåýôåñï äåõôåñüëåðôï ðáßñíåé ôçí ôéìÞ

v(2) = (4; 12; 21)

ìå ìÝôñï

v(2) =
√

42 + 122 + 212 =
√

601 = 24:5 cm/s:

Áíôßóôïé÷ïé õðïëïãéóìïß ïäÞãçóáí êáôÜ ôï 17ï êáé ôï 18ï áéþíá óôïí áêñéâÞ ðñïóäéïñéóìü
ôùí ôñï÷éþí ôùí óùìÜôùí ôïõ çëéáêïý ìáò óõóôÞìáôïò, áöïý ç äýíáìç ðïõ áóêåßôáé ìåôáîý
ôùí ïõñÜíéùí óùìÜôùí êáèïñßóôçêå áðü ôçí Üëëç ìåãÜëç áíáêÜëõøç ôïõ Íåýôùíá, ôï íüìï
ôçò ðáãêüóìéáò Ýëîçò. Áõôïß, ïé ðñùôïöáíåßò ãéá ôçí åðï÷Þ åêåßíç, õðïëïãéóìïß åðçññÝáóáí
óõíïëéêÜ ôçí áíèñþðéíç óêÝøç áöïý åðéêñÜôçóå ìéá ãåíéêåõìÝíç áéóéïäïîßá üôé áí ìáò
äùèïýí êáôÜëëçëåò áñ÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé äõíáôüí íá êáèïñßóïõìå ðëÞñùò
ôçí ìåëïíôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ïðïéïõäÞðïôå óõóôÞìáôïò áêüìá êáé ïëüêëçñïõ ôïõ óýìðáíôïò
êáé ïäÞãçóáí óå öéëïóïöéêÝò áðüøåéò ðïõ âáóéæüíôáí óôïí ëåãüìåíï íôåôåñìéíéóìü (deter-
mine=êáèïñßæù).

3.3 Ï ôñßôïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá

Óôïõò äýï ðñþôïõò íüìïõò åß÷áìå Ýíá õëéêü óçìåßï (Þ Ýíá õëéêü óþìá) åðß ôïõ ïðïßïõ
áóêïýóáìå ìéá åîùôåñéêÞ äýíáìç. Ï ôñßôïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá ðïõ áðïêáëåßôáé íüìïò
äñÜóçò - áíôßäñáóçò áíáöÝñåôáé óå äýï óþìáôá ðïõ áëëçëåðéäñïýí. Áò áãíïÞóïõìå,
ðñïò óôéãìÞ, üëá ôá Üëëá õëéêÜ óþìáôá ôïõ óýìðáíôïò êáé áò äïýìå ôá äõï óþìáôá ùò
åííéáßï óýóôçìá, ôüôå ïé ìåôáîý ôïõò áóêïýìåíåò äõíÜìåéò åßíáé äõíÜìåéò áëëçëåðßäñáóçò.
Åðßóçò, åðåéäÞ áóêïýíôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ óõóôÞìáôïò áíáöÝñïíôáé êáé ùò åóùôåñéêÝò
äõíÜìåéò (Ó÷Þìá 3.1). ¼ëåò ïé õðüëïéðåò äõíÜìåéò ðïõ èá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôá õðüëïéðá
óþìáôá, äçëáäÞ áðü ôï ðåñéâÜëëïí, èá åßíáé åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò.

Íüìïò äñÜóçò { áíôßäñáóçò ¸óôù äýï õëéêÜ óçìåßá á êáé â, ìÜæáò má êáé mâ

áíôéóôïß÷ùò êáé Ýóôù Fáâ ìéá äýíáìç ðïõ áóêåß ôï á åðß ôïõ â, ôüôå êáé ôï â èá áóêåß
åðß ôïõ á ôç äýíáìç Fâá ãéá ôçí ïðïßá ìÜëéóôá èá éó÷ýåé:

Fâá = −Fáâ: (3.6)

Ðïëý óõ÷íÜ ç ó÷Ýóç (3.5) "ðñïóëáìâÜíåôáé" ùò åîßóùóç ðïõ ðåñéãñÜöåé éóïññïðßá, ðñÜãìá
ðïõ äåí åßíáé óþóôï. ÄåäïìÝíïõ üôé óôçí éóïññïðßá áðáéôïýìå íá ìçäåíßæåôáé ç óõíéóôáìÝíç
ôùí äõíÜìåùí ðïõ áóêïýíôáé óå Ýíá óùìÜôéï. Åí ðñïêåéìÝíù, ïé äýï äõíÜìåéò ôçò ó÷Ýóçò
(3.5) áóêïýíôáé óå äéáöïñåôéêÜ óùìÜôéá.

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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Ó÷Þìá 3.1. Ôï óýóôçìá ôùí äýï óçìåßùí êáé ôï ðåñéâÜëëïí.

3.3.1 Añ÷Þ äéáôÞñçóçò ôçò ïñìÞò

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôïí äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá ãéá ôï óùìÜôéï á (åî. (3.3)).:

Fâá = má r̈á; (3.7)

üðïõ rá åßíáé ôï äéÜíõóìá èÝóçò ôïõ óùìÜôéïõ á. Åðßóçò ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá
ãéá ôï óùìÜôéï â èá ãñÜöåôáé

Fáâ = mâ r̈â: (3.8)

Ìå ôç âïÞèåéá ôçò åî. (3.5), áðü ôéò äýï ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ðñïêýðôåé

má r̈á = −mâ r̈â ⇒ d

dt
(má ṙá +mâ ṙâ) = 0 ⇒

d

dt
(pá + pâ) = 0; (3.9)

üðïõ ìå pá êáé pâ óçìåéþíïíôáé ïé ïñìÝò ôùí õëéêþí óçìåßùí á êáé â, áíôßóôïé÷á. Ç åî.
(3.8) óçìáßíåé üôé ãéá ôçí ïëéêÞ ïñìÞ ôïõ óõóôÞìáôïò pïë = pá + pâ éó÷ýåé

dpïë

dt
= 0 ⇒ pïë = óôáèåñÞ. (3.10)

Ç åî. (3.9) óçìáßíåé üôé ç ïëéêÞ ïñìÞ åíüò êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ áí
äåí áóêåßôáé åð' áõôïý êáìéÜ åîùôåñéêÞ äýíáìç. ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá ôçí áñ÷Þ
äéáôÞñçóçò ôçò ïñìÞò.
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3.4 Ôá áäñáíåéáêÜ óõóôÞìáôá áíáöïñÜò

Áò åðéóôñÝøïõìå ãéá ëßãï óôïí äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá êáé ôçí åîßóùóç (3.2). Áí
õðïèÝóïõìå üôé êáììéÜ åîùôåñéêÞ äýíáìç äåí äñÜ åðß ôïõ óþìáôïò ôï ïðïßï êéíåßôáé ìå
óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá v0, ôüôå ç åî. (3.2) ãßíåôáé

d

dt
(mv) = 0 ⇒ mv = 0 ⇒ v = c; (3.11)

üðïõ c Ýíá óôáèåñü äéÜíõóìá. ÅðåéäÞ üìùò ôï óþìá åß÷å Þäç ìéá óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá
óõìðåñáßíïõìå üôé ôï óôáèåñü äéÜíõóìá åßíáé c = v0, äçëáäÞ ôï óþìá èá åîáêïëïõèÞóåé
íá êéíåßôáé ìå ôá÷ýôçôá v0. Ì' Üëëá ëüãéá áí ó´ Ýíá óþìá äåí äñá êáììéÜ äýíáìç ôüôå
ôï óþìá èá åîáêïëïõèåß íá êéíåßôáé ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá. ¼ìùò, áõôü áêñéâþò åßíáé ôï
ðåñéå÷üìåíï ôïõ ðñþôïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá. Öáßíåôáé ëïéðüí, áðü ìéá ðñþôç Üðïøç, üôé ï
ðñþôïò íüìïò áðïôåëåß Ýíá áðëü ðüñéóìá ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá êáé ì'áõôÞ ôçí
Ýííïéá äåí åßíáé áðáñáßôçôïò ùò áíåîÜñôçôïò íüìïò. Áõôü üìùò äåí åßíáé óùóôü!

Ç ïõóßá ôïõ ðñþôïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá åßíáé ç áíáöïñÜ óôçí êáôÜóôáóç çñåìßáò êáé
óôçí ïìïéüìïñöç êßíçóç. Ðüôå üìùò Ýíá õëéêü óçìåßï åßíáé óôçí êáôÜóôáóç çñåìßáò;
Ðüôå åßíáé áêßíçôï ìå ìçäåíéêÞ ôá÷ýôçôá êáé ðüôå êéíåßôáé ìå ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ)
ôá÷ýôçôá; Óå êÜèå ðåñßðôùóç ÷ñåéáæüìáóôå Ýíá êáñôåóéÜíï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí ãéá
íá ìåôñïýìå óôï ÷þñï êáé Ýíá ñïëüé ãéá íá ìåôñïýìå óôï ÷ñüíï, äçëáäÞ ÷ñåéáæüìáóôå Ýíá
óýóôçìá áíáöïñÜò. ÌÜëéóôá ÷ñåéáæüìáóôå Ýíá áêßíçôï óýóôçìá áíáöïñÜò ôï ïðïßï èá
ôï áðïêáëïýìå áäñáíåéáêü ùò ðñïò ôï ïðïßï ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå áí ôï óþìá ìáò
åßíáé áêßíçôï Þ áí êéíåßôáé ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá. Ðïõ ìðïñïýìå üìùò íá áíáæçôÞóïõìå
Ýíá ôÝôïéï óýóôçìá áíáöïñÜò; Óúãïõñá ü÷é ðÜíù óôç ãç ðïõ êéíåßôáé óå åëëåðôéêÞ ôñï÷éÜ
ãýñù áðü ôïí Þëéï êáé ôáõôü÷ñïíá ðåñéóôñÝöåôáé ãýñù áðü ôïí åáõôü ôçò! Ðïõ áëëïý
üìùò üôáí åßíáé ãíùóôü üôé üëá áíåîáéñÝôùò ôá ïõñÜíéá óþìáôá êéíïýíôáé êáèþò åðßóçò
üôé êáé ôï ßäéï ôï óýìðáí äéáóôÝëëåôáé; Ç áðÜíôçóç åßíáé "ðïõèåíÜ", åðïìÝíùò ç ýðáñîç
åíüò áêßíçôïõ óõóôÞìáôïò áíáöïñÜò ðñÝðåé íá åéóá÷èåß ùò áîßùìá. Áõôü áêñéâþò êÜíåé
åììÝóùò ï ðñþôïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá, õðïèÝôåé üôé õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áäñáíåéáêü
óýóôçìá áíáöïñÜò.

3.4.1 Ç ó÷åôéêÞ êßíçóç êáé ïé ìåôáó÷çìáôéóìïé Ãáëéëáßïõ

Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí üôé õðÜñ÷åé Ýíá áäñáíåéáêü óýóôçìá áíáöïñÜò, ôï ïðïßï óôï Ó÷Þìá
3.2 óçìåéþíåôáé ùò Ï×1×2×3. ¸óôù ôþñá Ýíá äåýôåñï óýóôçìá áíáöïñÜò, ôï Ï′× ′

1×
′
2×

′
3

ôï ïðïßï êéíåßôáé ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá w ùò ðñïò ôï áäñáíåéáêü óýóôçìá. Èåùñïýìå üôé
ôá äõï óõóôÞìáôá äéáèÝôïõí óõã÷ñïíéóìÝíá ñïëüãéá, äçëáäÞ "âëÝðïõí" ôçí ßäéá þñá êáé
ìåôñïýí ôá ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá êáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï. Åðßóçò, èåùñïýìå üôé ôï êéíïýìåíï
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óýóôçìá êáôÜ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 óõíÝðéðôå ìå ôï áäñáíåéáêü. ÄçëáäÞ ôï Ï′× ′
1×

′
2×

′
3

îåêéíÜ áðü ôï óçìåßï Ï êáé áðëþò ìåôáôßèåôáé óôïí ÷þñï éóïôá÷þò ÷ùñßò íá ðåñéóôñÝöåôáé.

Áò óõìâïëßóïõìå ìå R(t) ôï äéÜíõóìá ðïõ äåß÷íåé ôç èÝóç ôïõ íÝïõ óõóôÞìáôïò, äçëáäÞ
ôï äéÜíõóìá èÝóçò ôïõ óçìåßïõ Ï′, ôüôå èá éó÷ýåé:

Ṙ = w; ìå R(0) = 0: (3.12)

To ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (3.11) ãñÜöåôáé éóïäýíáìá

dR1

dt
= w1; R1(0) = 0;

dR2

dt
= w2; R2(0) = 0; (3.13)

dR3

dt
= w3; R3(0) = 0;

áðü ôï ïðïßï åýêïëá ðñïêýðôåé ç ëýóç:

R1(t) = w1t; R2(t) = w2t; R3(t) = w3t (3.14)

Þ, éóïäýíáìá
R = wt: (3.15)

Ó÷Þìá 3.2. Ôï äéÜíõóìá èÝóçò ôïõ óçìåßïõ Ñ ùò ðñïò Ýíá áêßíçôï êáé Ýíá êéíïýìåíï

óýóôçìá áíáöïñÜò.

¸óôù ôþñá Ýíá êéíïýìåíï õëéêü óçìåßï Ñ ôï ïðïßï, óôï ÷ñüíï t, Ý÷åé äéÜíõóìá èÝóçò
r = (x1; x2; x3) ùò ðñïò ôï áñ÷éêü (áäñáíåéáêü) óýóôçìá êáé r′ = (x′1; x

′
2; x

′
3) ùò ðñïò ôï
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êéíïýìåíï óýóôçìá (âëÝðå Ó÷. 3.2). Åôóé ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôç ó÷Ýóç ìåôáîý ôïõò:

r = R+ r′ = wt+ r′ êáé t = t′ (3.16)

Þ, éóïäýíáìá

x1 = w1t+ x′1;

x2 = w2t+ x′2; (3.17)

x3 = w3t+ x′3

êáé

t = t′: (3.18)

Ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß ìåôáîý äýï óõóôçìÜôùí áíáöïñÜò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôéò åî. (3.17)
êáé (3.18) ëÝãïíôáé ìåôáó÷çìáôéóìïß Ãáëéëáßïõ.

Ìïñïýìå ôþñá íá õðïëïãßóïõìå ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ óçìåßïõ P ùò ðñïò ôá äýï óõóôÞìáôá,
ðáñáãùãßæïíôáò ôéò ó÷Ýóåéò (3.16)

v1 = w1 + v′1;

v2 = w2 + v′2; (3.19)

v3 = w3 + v′3

Þ, éóïäýíáìá
v = w + v′; (3.20)

üðïõ vi = ẋi êáé v
′
i = ẋ′i. ÄçëáäÞ, ç ôá÷ýôçôá ôïõ Ñ ùò ðñïò ôï áêßíçôï óýóôçìá åßíáé ßóç

ìå ôç ôá÷ýôçôá ôïõ Ñ ùò ðñïò ôï êéíïýìåíï óõí ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ êéíïýìåíïõ óõóôÞìáôïò
ùò ðñïò ôï áêßíçôï.

Ó÷Þìá 3.3. Ôï óýóôçìá ôùí äýï óçìåßùí êáé ôï ðåñéâÜëëïí.
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Ôï óõìðÝñáóìá áõôü ôáéñéÜæåé áðïëýôùò ìå ôç äéáßóèçóç ìáò üðùò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 3.3
üðïõ áðåéêïíßæåôáé Ýíá ôñáßíï ðïõ êéíåßôáé åõèýãñáììá ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá vô ùò ðñïò Ýíá
áêßíçôï áäñáíåéáêü óýóôçìá. ÄçëáäÞ vô åßíáé ç ôá÷ýôçôá ôïõ ôñáßíïõ üðùò ôçí êáôáãñÜöåé
Ýíáò ðáñáôçñçôÞò áðü ôï óýóôçìá áíáöïñÜò Ï×1×2. ¸íáò åðéâÜôçò ðåñðáôÜ ìå ôá÷ýôçôá
v′á óôçí êáôåýèõíóç ðïõ êéíåßôáé ôï ôñáßíï, äçëáäÞ v

′
á åßíáé ç ôá÷ýôçôá ôïõ åðéâÜôç üðùò ôçí

êáôáãñÜöåé Ýíáò ðáñáôçñçôÞò áðü ôï óýóôçìá áíáöïñÜò Ï′× ′
1×

′
2. Ï áêßíçôïò ðáñáôçñçôÞò

(óôï óýóôçìá áíáöïñÜò Ï×1×2), óýìöùíá ìå ôçí åî. (3.19) èá êáôáãñÜøåé ôçí ôá÷ýôçôá
ôïõ åðéâÜôç ùò

vá = vô + v′á: (3.21)

Ì' Üëëá ëüãéá ï "áêßíçôïò" ðáñáôçñÞôçò èá ðñÝðåé íá áèñïßóåé äéáíõóìáôéêÜ ôéò äýï
ôá÷ýôçôåò.

Áò åðéóôñÝøïõìå üìùò óôç ó÷åôéêÞ êßíçóç ïôõ ó÷Þìáôïò 3.2 êáé áò åîÝôáóïõìå ôéò
åðéôá÷ýíóåéò ðïõ êáôáãñÜöïõí ôá äõï óõôÞìáôá áíáöïñÜò. Äåí Ý÷ïõìå ðáñÜ íá
ðáñáãùãßóïõìå ôéò åîéóþóåéò (3.18) ãéá íá ðÜñïõìå

á1 = á′1;

á2 = á′2; (3.22)

á3 = á′3

Þ, éóïäýíáìá
á = á′: (3.23)

Õðåíèõìßæïõìå üôé w1; w2 êáé w3 åßíáé óôáèåñÝò êáé üôé ái = v̇i êáé á
′
i = v̇′i. Ïé ó÷Ýóåéò

(3.21) (êáé ç (3.22)) ìáò ðëçñïöïñïýí üôé ôá äõï óõóôÞìáôá áíáöïñÜò êáôáãñÜöïõí ôçí ßäéá
åðéôÜ÷õíóç ãéá ôï óçìåßï Ñ. ÄçëáäÞ ïé äõï ðáñáôçñçôÝò ìïëïíüôé ìåôñïýí äéáöïñåôéêÝò
ôá÷ýôçôåò óõìöùíïýí áðüëõôá óôç ìÝôñçóç ôçò åðéôÜ÷õíóçò. ¼ìùò ç åðéôÜ÷õíóç åßíáé ôï
ìÝãåèïò ðïõ "ìðáßíåé" óôç èåìåëéþäç åîßóùóç ôçò êßíçóçò (åî. (3.3)). Ì' Üëëá ëüãéá
ïé äýï ðáñáôçñçôÝò, ìïëïíüôé ï Ýíáò êéíåßôáé ùò ðñïò ôïí Üëëï ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá,
óõìöùíïýí óå üôé áöïñÜ ôïí äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá åðåéäÞ êáôáãñÜöïõí ôéò ßäéåò
åðéôá÷ýíóåéò. ÅðïìÝíùò êáé ôï äÝõôåñï óýóôçìá, êáèþò êáé ïðïéáäÞðïôå Üëëï êéíåßôáé
ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá ùò ðñïò áõôü, åßíáé åðßóçò áäñáíåéáêü. ÊïíôïëïãÞò, ç õðüèåóç
üôé õðÜñ÷åé Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí áäñáíåéáêü óýóôçìá ïäçãåß óôï óõìðÝñáóìá üôé õðÜñ÷ïõí
Üðåéñá ôÝôïéá óõóôÞìáô áíáöïñÜò. Áõôü óçìáßíåé üôé ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ ÍÝõôùíá åßíáé
áíáëëïéþôïò óå ìåôáó÷çìáôéóìïýò ìåôáîý áäñáíåéáêþí óõóôçìÜôùí áíáöïñÜò Þ éóïäýíáìá
ç åîßóùóç êßíçóçò (3.3) åßíáé áíáëëïßùôç õðü ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Ãáëéëáßïõ.

3.5 Ç ìåôáâïëÞ ôçò óôñïöïñìÞò

ÅéóÜãïõìå ôþñá ìéá íÝá Ýííïéá ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôçí ðåñéóôñïöéêÞ êßíçóç ôùí óùìÜôùí.
¸óôù Ýíá õëéêü óçìåßï ìÜæáò m ôï ïðïßï êéíåßôáé ìå ôá÷ýôçôá v ùò ðñïò Ýíá áäñáíåéáêü
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óýóôçìá áíáöïñÜò Ï×1×2×3. ÏíïìÜæïõìå óôñïöïñìÞ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò ôï Ï,
ôï åîùôåñéêü ãéíüìåíï

L = r× p = r×mv: (3.24)

¼ðùò ç ïñìÞ óõíäÝåôáé ìå ôç äýíáìç ìÝóù ôçò åîßóùóçò êßíçóçò, ç óôñïöïñìÞ ó÷åôßæåôáé
ìå ôçí ñïðÞ ôçò äýíáìçò

Ì = r× F; (3.25)

üðïõ F åßíáé ç äýíáìç ðïõ áóêåßôáé åðß ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. ÐñÜãìáôé, áí ðáñáãùãßóïõìå
ôçí óôñïöïñìÞ, äçëáäÞ ôçí åî. (3.23) ðáßñíïõìå

L̇ = ṙ×mv + r×mv̇ = mv × v + r× F = r× F = M: (3.26)

Óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ëÜâáìå õðüøç üôé ôï åîùôåñéêü ãéíüìåíï åíüò äéáíýóìáôïò ìå ôïí
åáõôü ôïõ åßíáé ìçäåí, äçëáäÞ v × v = 0, êáèþò êáé ôç ó÷Ýóç (3.2) (ç èåìåëéþäç åîßóùóç
ôçò êßíçóçò) êáé ôç ó÷Ýóç (3.25). Óõíïøßæïíôáò ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí åîßóùóç ðïõ
äéÝðåé ôçí ìåôáâïëÞ ôçò óôñïöïñìÞò.

L̇ =
d

dt
(r×mv) = M: (3.27)

M' Üëëá ëüãéá, ç ñïðÞ ðñïêáëåß ìåôáâïëÞ ôçò óôñïöïñìÞò (üðùò ç äýíáìç ðñïëáëåß
ìåôáâïëÞ ôçò ïñìÞò) êáé ìÜëéóôá ï ÷ñïíéêüò ñõèìüò ìåôáâïëÞò ôçò óôñïöïñìÞò éóïýôáé ìå
ôçí ñïðÞ ðïõ ðñïêÜëåóå áõôÞ ôç ìåôáâïëÞ. Áîßæåé íá åðéóçìÜíïõìå ôçí áíáëïãßá ìåôáîý
ôçò ñïðÞò êáé ôçò äýíáìçò áðü ôçí ìéá êáé ôçò ïñìÞò êáé ôçò óôñïöïñìÞò áðü ôçí Üëëç üðùò
åéóÝñ÷ïíôáé óôïõò íüìïõò ìåôáâïëÞ ôçò ïñìÞò (åî. (3.2)) êáé óôñïöïñìÞò (åî. (3.27)).
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