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Ç áñ÷Þ äéáôÞñçóçò ôçò åíÝñãåéáò

4.1 Ôï Ýñãï

¸óôù ìéá óôáèåñÞ äýíáìç F äñÜ åðß åíüò óùìÜôéïõ ðïõ êéíåßôáé åõèýãñáììá üðùò öáßíåôáé
óôï Ó÷Þìá 4.1. Ôï Ýñãï ðïõ ðáñÜãåé (Þ êáôáíáëþíåé) ç äýíáìç êáôÜ ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá
áðü ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1 üôáí ôï óçìåßï âñßóêåôáé óôç èÝóç P1 Ýùò ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t2
üôáí ôï óçìåßï èá âñåèåß óôç èÝóç P2, äßíåôáé áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï

W = F · u; (4.1)

üðïõ u =
−−→
P1P2. Ôï Ýñãï åßíáé ìéá âáèìùôÞ ðïóüôçôá ðïõ "ìåôñÜ" ôçí åíÝñãåéá ðïõ ç

åîùôåñéêÞ ç äýíáìç F ðñïóäßäåé Þ áöáéñåß áðü ôï õëéêü óçìåßï (Þ áðü Ýíá óýóôçìá) êáé
ðñïöáíþò Ý÷åé äéáóôÜóåéò åíÝñãåéáò. Óôï SI ç ìïíÜäá ôïõ Ýñãïõ åßíáé ôï joule (1 joule =
1 N ·m), åíþ óôï cgs ç áíôßóôïé÷ç ìïíÜäá Ýñãïõ åßíáé ôï "Ýñãéï" (1 erg = 1 dyn ·cm). Óôçí

Ó÷Þìá 4.1. Ôï óùìÜôéï êéíåßôáé óå åõèýãñáììç ôñï÷éÜ êáé ç äýíáìç F åð' áõôïý åßíáé

óôáèåñÞ êáôÜ ìÝôñï êáé äéåýèõíóç.
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ðéï ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜæïõìå åäþ ïýôå ç äýíáìç åßíáé óôáèåñÞ ìå ôç èÝóç ïýôå ïé
ôñï÷éÝò, åí ãÝíåé, åßíáé åõèýãñáììåò þóôå ïé ìåôáôïðßóåéò íá ðåñéãñÜöïíáé ìå äéáíýóìáôá.
Áò èåùñÞóïõìå ìéá êáìðõëüãñáììç ôñï÷éÜ êáé ìéá äýíáìç F(r) ðïõ ìåôáâÜëëåôáé ìå ôç
èÝóç êáé äñá åðß åíüò óùìáôßïõ üðùò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 4.2. ¸óôù üôé ôç ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t âñéóêüìáóôå óôï óçìåßï P . Óå ìéá áðåéñïóôÞ ÷ñïíéêÞ ìåôáâïëÞ dt áíôéóôïé÷åß ìéá
áðåéñïóôÞ ìåôáâïëÞ ôçò èÝóçò

dr = ṙdt: (4.2)

Áí èåùñÞóïõìå üôé ç äýíáìç ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ êáôÜ ôçí áðåéñïóôÞ ìåôáâïëÞ dr, ôï
áíôßóôïé÷ï ðáñáãüìåíï Ýñãï óýìöùíá ìå ôç ó÷Ýóç (4.1) èá äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

dW = F(r) · dr = F(r) · ṙdt: (4.3)

Åôóé ôï Ýñãï ðïõ ðáñÜãåôáé êáôÜ ôç êßíçóç ôïõ óùìáôßïõ óôï ôìÞìá ôçò êáìðýëçò C12

áðü ôï óçìåßï P1 ðïõ Ý÷åé äéÜíõóìá èÝóçò r1 = r(t1) Ýùò ôï óçìåßï P2 ìå äéÜíõóìá èÝóçò
r2 = r(t2) èá äßíåôáé áðü ôï åðéêáìðýëéï ïëïêÞñùìá

W12 =

∫
C12

dW =

∫
r2

r1

F(r) · dr =

∫ t2

t1

F(r) · ṙdt: (4.4)

Ó÷Þìá 4.2. Ôï Ýñãï ðïõ ðáñÜãåé ìéá ìç-óôáèåñÞ äýíáìç åðß åíüò óùìáôßïõ ðïõ êéíåßôáé

óå êáìðõëüãñáììç ôñï÷éÜ.

Ôï ôåëåõôáßï (ôñßôï óôç óåéñÜ) ïëïêëÞñùìá ôçò (4.4) Ý÷åé ùò ìåôáâëçôÞ ïëïêëÞñùóçò ôïí
÷ñüíï t ï ïðïßïò ðáßñíåé ôéìÝò óôï äéÜóôçìá [t1; t2], ì' Üëëá ëüãéá ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ïñéóìÝíï
ïëïêëÞñùìá ðïõ ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áñêåß íá ãíùñßæïõìå ôçí ôñï÷éÜ r = r(t) êáé íá ìáò
äßíåôáé ç Ýêöáóç ôçò äýíáìçò ùò ðñïò ôï r.

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò
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ÐáñÜäåéãìá Õëéêü óçìåßï êéíåßôáé åðß êõêëéêÞò ôñï÷éÜò áêôßíáò áêôßíáò 2 cm, ôï êÝíôñï
ôçò ïðïßáò âñßóêåôáé óôçí áñ÷Þ ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. Ôï óùìÜôéï äéáôçñåß
óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá äéáãñÜöïíôáò ìéóÞ êõêëéêÞ ðåñéóôñïöÞ ôï äåõôåñüëåðôï. Áí åðß
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ áóêåßôáé ç äýíáìç F(r) ðïõ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

F = (3x− 4y; 4x+ 2y) dyn;

íá õðïëïãßóåôå ôï Ýñãï ðïõ ðáñÜãåé áõôÞ ç äýíáìç êáôÜ ôç äéÜñêåéá ìéáò ðëÞñïõò
ðåñéóôñïöÞò.

Ãíùñßæïíôáò üôé ç ôñï÷éÜ ôïõ óùìáôßïõ ìáò åßíáé êõêëéêÞ êáé ç ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá åßíáé
ù = � rad/s, ìðïñïýìå íá ôçí ãñÜøïõìå ôñï÷éÜ ôçò ùò

r(t) = (cos(�t); sin(�t)); t ∈ [t1; t2]

Þ éóïäýíáìá

x(t) = cos(�t);

y(t) = sin(�t)); t ∈ [t1; t2]:

ÅðïìÝíùò ç ôñï÷éÜ ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìéá ðëÞñç ðåñéóôñïöÞ èá äßíåôáé áðü ôç êáìðýëç C:

x(t) = cos(�t);

y(t) = sin(�t)); t ∈ [0; 2]:

Ôï Ýñãï ôçò äýíáìçò F åðß ôçò êëåéóôÞò êáìðýëçò C èá äßneôáé áðü ôï åðéêáìðýëéï
ïëïêëÞñùìá

W =

∮
C
F · dr:

To ðáñáðÜíù ïëïêëÞñùìó õðïëïãßæåôáé åýêïëá ìå ìéá óôÜíôáñ áêïëïõèßá åíåñãåéþí.
Ìåôáó÷çìáôßæïõìå üëåò ôéò ðïóüôçôåò ðïõ âñßóêïíôáé óôçí õðü ïëïêëçñùóç ðïóüôçôá
óå óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t þóôå íá êáôáëÞîïýìå óå Ýíá ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá ôï ïðïßï
èá áíôéìåôùðßóïõìå ìå ôéò ãíùóôÝò ìåèüäïõò êáé ôå÷íéêÝò ïëïêëÞñùóçò. Îåêéíïýìå ðñþôá
áðü ôç äýíáìç F

F = (3x− 4y; 4x+ 2y) = (3 cos(�t)− 4 sin(�t); 4 cos(�t) + 2 sin(�t)):

Êáôüðéí õðïëïãßæïõìå ôï äéáöïñéêü dr

dr(t) = ṙdt = (−� sin(�t); � cos(�t))dt:

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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¸ôóé ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ôïõ Ýñãïõ ãßíåôáé

W =

∮
C
F · dr

=

∫ 2

0

[−� sin(�t)(3 cos(�t)− 4 sin(�t)) + � cos(�t)(4 cos(�t) + 2 sin(�t))] dt

=

∫ 2

0

[
−3� sin(�t) cos(�t) + 4� sin2(�t) + 4� cos2(�t) + 2� sin(�t) cos(�t)

]
dt

= −
∫ 2

0

sin(�t) cos(�t)d(�t)

= −1

2

∫ 2

0

sin(2�t)d(�t) = −1

4

∫ 2

0

sin(2�t)d(2�t)

=
1

4
cos(2�t)|20 =

1

4
[cos(4�)− cos 0] = 0:

ÐáñÜäåéãìá Õðïëïãéóìüò ôïõ Ýñãïõ áðü ôï 0 Ýùò ôï t.

4.2 H éó÷ýò

Aò èåùñÞóïõìå îáíÜ Ýíá óùìÜôéï ðïõ êéíåßôáé ó' Ýíá ðåäßï äõíÜìåùí F(r). Óôçí
ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï åîåôÜóáìå ðùò ôï ðåäßï äõíÜìåùí ðñïóäßäåé Þ áöáéñåß åíÝñãåéá áðü
ôï óùìÜôéï êáèþò áõôü êéíåßôáé êáôÜ ìÞêïò ìéáò ôñï÷éÜò áðü ôç èÝóç Ñ1 Ýùò ôç èÝóç Ñ2.
Ó' áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá åîåôÜóïõìå ôïí ñõèìü ðïõ ôï ðåäßï äõíÜìåùí äßíåé Þ áðïññïöÜ
åíÝñãåéá áðü ôï óùìÜôéï.

Áò åðáíÝëèïõìå óôçí ôõ÷áßá èÝóç Ñ ôïõ Ó÷Þìáôïò 4.2. Êáèþò ôï óùìÜôéï ìåôáôïðßæåôáé
êáôÜ dr óôï áðåéñïóôü ÷ñïíéêü äéÜóôçìá dt, ôï Ýñãï ðïõ ðñïóäßäåôáé Þ êáôáíáëþíåôáé åßíáé
dW . Ï ñõèìüò ðïõ ðñïóäßäåôáé Þ êáôáíáëùíåôáé áõôü ôï Ýñãï ëÝãåôáé Éó÷ýò

P =
dW

dt
: (4.5)

Áí ëÜâïõìå õðüøç ôçí ó÷Ýóç (4.3) ç éó÷ýò ãñÜöåôáé åðßóçò

P =
F · dr
dt

= F · v: (4.6)

Ç éó÷ýò Ý÷åé äéáóôÜóåéò åíÝñãåéáò áíÜ ìïíÜäá ÷ñüíïõ êáé óôï SI ç ìïíÜäá éó÷ýïò åßíáé ôï
watt (1 W = joule=s) åíþ óôï cgs, ç ìïíÜäá éó÷ýïò åßíáé ôï erg=s.

ÐáñÜäåéãìá Áðü Ýíá ðçãÜäé (Ó÷Þìá 4.3) âÜèïõò h=20 m áíåëêýåôáé ìå ôçí âïÞèåéá
áíèñþðéíçò äýíáìçò êïõâÜò ðïõ ðåñéÝ÷åé íåñü 15 kg ìå ôá÷ýôçôá 0.2 m/s. Áí áãíïçèïýí ïé

Óçìåéþóåéò ÊëáóóéêÞò Ìç÷áíéêÞò



4.2 H éó÷ýò 45

áðþëåéåò ëüãù ôñéâþí, íá õðïëïãéóôïýí ôï Ýñãï ðïõ áðáéôåßôáé êáé ç éó÷ýò ôçò áíèñþðéíçò
äýíáìçò.

Ó÷Þìá 4.3.

ÅðåéäÞ äåí õðÜñ÷ïõí ôñéâÝò ôï Ýñãï ôçò áíèñþðéíçò äýíáìçò èá åßíáé êáô' áðüëõôç ôéìÞ ßóï
ìå ôï Ýñãï ôçò äýíáìçò ôçò âáñýôçôáò B = (0;−mg) ç ïðïßá åßíáé óôáèåñÞ (áíåîÜñôçôç ôçò
èÝóçò) êáé ôï Ýñãï ôçò èá äßíåôáé áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï

W = B ·
−−→
P1P2 = −mgh = −15 9:81 20 kg ·m=s2 ·m = −294:3 joule

üðïõ
−−→
P1P2 = (0; h). Ôï áñíçôéêü ðñüóçìï óçìáßíåé üôé ç äýíáìç ôçò âáñýôçôáò

"áíôéóôÝêåôáé" óôçí êßíçóç, äçëáäÞ êáôáíáëþíåé Ýñãï. Áíôßèåôá, ç áíèñþðéíç äýíáìç ðïõ
Ý÷åé ôçí áíôßèåôç äéåýèõíóç Fá = (0;mg) èá ðáñÜãåé Ýñãï

W = Fá ·
−−→
P1P2 = mgh = 294:3 joule

H ôá÷ýôçôá áíÝëêõóçò åßíáé v = (0; 0:2) m/s, åðïìÝíùò ç éó÷ýò ðïõ êáôáíáëþíåé ç äýíáìç
ôçò âáñýôçôáò èá äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P = Â · v = −mgv = −15 9:81 0:2 kg ·m=s2 ·m/s = −2:943 w

ÅðïìÝíùò ãéá íá áíÝâåé ï êïõâÜò ìå ôï íåñü óôçí åðéöÜíåéá ç áíèñþðéíç äýíáìç èá ðñÝðåé
íá ðáñÜó÷åé åíÝñãåéá 294.3 joule ìå ñõèìü ðåñßðïõ 2.9 joule/s.

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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4.3 Ç åíÝñãåéá

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá óõæçôÞóïõìå ôéò åíåñãåéáêÝò èåùñÞóåéò ãé' áõôü îåêéíïýìå ìå ôïí
ïñéóìü ôçò êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò åíüò óþìáôïò ìÜæáò m:

T (r) =
1

2
mṙ · ṙ =

1

2
mv · v: (4.7)

Áí ëÜâïõìå õðüøç üôé v · v = v2 (ó÷Ýóç (1.7)), ç ðáñáðÜíù Ýêöñáóç ãñÜöåôáé

T =
1

2
mv2: (4.8)

Èá åîåôÜóïõìå ôþñá ôï áêüëïõèï åñþôçìá: Ôé ãßíåôáé ôo Ýñãï ðïõ êåñäßæåé Ýíá óùìÜôéï
ìÜæáò m áðü Ýíá ðåäßï äõíÜìåùí F(r); Åßíáé ãíùóôü üôé ç åíÝñãåéá ðïõ ðñïóöÝñåôáé ó' åíá
õëéêü óçìåßï ðïõ êéíåßôáé áðü ôç èÝóç Ñ1 (óôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1) óôç èÝóç P2 (óôç ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t2) äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (4.4):

W12 =

∫ t2

t1

F(r) · ṙdt: (4.9)

H ôåëåõôáßá, ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ èåìåëéþäïõò íüìïõ ôçò äõíáìéêÞò, ãßíåôáé

W12 =

∫ t2

t1

mr̈ · ṙdt =

∫ t2

t1

d

dt

(
1

2
mṙ · ṙ

)
dt =

(
1

2
mṙ · ṙ

)t2

t1

= T (r2)− T (r1): (4.10)

Ç (4.10) ìáò "ðëçñïöïñåß" üôé ç åíÝñãåéá ðïõ ðñïóäßäåôáé óôï óùìÜôéï êáôÜ ôçí ìåôÜâáóÞ
ôïõ áðü ôï óçìåßï Ñ1 (ìå äéÜíõóìá èÝóçò ôï r1) óôï óçìåßï Ñ2 (ìå äéÜíõóìá èÝóçò ôï r2)
åßíáé ç äéáöïñÜ ôçò êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò óôéò äõï èÝóåéò. Ì' Üëëá ëüãéá, ç åíÝñãåéá ðïõ
ðñïóäßäåôáé óôï óùìÜôéï áðü ôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç ÷ñçóéìïðïéåßôáé áðïêëåéóôéêÜ ãéá ôçí
áýîçóç ôçò êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò ôïõ óùìáôßïõ. ¹, áëëéþò ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïýìå üôé

"ôï Ýñãï ðïõ ðáñÝó÷å ç åîùôåñéêÞ äýíáìç ìåôáôñÜðçêå ðëÞñùò óå êéíçôéêÞ åíÝñãåéá".

Ç ðáñðÜðáíù äéáôýðùóç óõìöùíåß ìå ôçí ëåãüìåíç áñ÷Þ äéáôÞñçóçò ôçò åíÝñãåéáò áöïý
ìáò "âåâáéþíåé" üôé ôï Ýñãï ôçò åîùôåñéêÞò äýíáìçò äåí ÷Üíåôáé, áëëÜ áðëþò ìåôáôñÝðåôáé
óå êéíçôéêÞ åíÝñãåéá ôïõ óùìáôßïõ. Ðñïöáíþò, ç éäÝá ôçò äéáôÞñçóçò ôçò åíÝñãåéáò, ðïõ
áðïôåëåß ìéá áðü ôéò êåíôñéêÝò éäÝåò ôçò Ìç÷áíéêÞò, äåí ððåñéïñßæåôáé ìüíï óôá ìç÷áíéêÜ
öáéíüìåíá. Ãåíéêåýåôáé óå êÜèå åßäïõò äéáäéêáóßá êéíçôéêÞ, äõíáìéêÞ, èåñìéêÞ, çëåêôñéêÞ,
÷çìéêÞ, ðõñçíéêÞ êôë. ÏõóéáóôéêÜ ìáò äéáâåâáéþíåé üôé óôï Óýìðáí ç åíÝñãåéá ïýôå
"ãåííéÝôáé" ïýôå "êáôáóôñåöÝôáé", õðÜñ÷åé Ýíá óôáèåñü áðüèåìá ðïõ äéáôçñåßôáé óôáèåñü.
ÅðïìÝíùò üëåò ïé åíåñãåéáêÝò äéáäéêáóßåò ðïõ ðáñáôçñïýìå åßíáé áðëÝò ìåôáôñïðÝò áðü ôç
ìéá ìïñöÞ åíÝñãåéáò óôçí Üëëç ÷ùñßò íá ðáñáâéÜæåôáé ç ðáñáðÜíù áñ÷Þ. Åðßóçò ç ßäéá áñ÷Þ
éó÷ýåé êáé óå Ýíá êëåéóôü óýóôçìá, äçëáäÞ óå Ýíá óýóôçìá ðïõ äåí áíôáëëÜóåé åíÝñãåéá ìå
ôï ðåñéâÜëëïí. Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïõìå üôé
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. "ç åíÝñãåéá åíüò êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ".

Óå üôé áöïñÜ ôç ìç÷áíéêÞ åíÝñãåéá ç ðáñáðÜíù äéáôýðùóç ðáßñíåé ìéá ðïëý êïìøÞ ìïñöÞ
óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç åîùôåñéêÞ äýíáìç åßíáé óõíôçñçôéêÞ üðùò äåß÷íïõìå óôçí åðüìåíç
ðáñÜãñáöï.

4.4 ÓõíôçñçôéêÝò äõíÜìåéò

Èá ëÝìå üôé ôï ðåäßï äõíÜìåùí F(r) åßíáé óõíôçñçôéêü áí õðÜñ÷åé ìáé âáèìùôÞ óõíÜñôçóç
óçìáßíåé V (r) = V (x; y; z) ôÝôïéá þóôå:

F = −∇V = −
(
@V

@x
;
@V

@y
;
@V

@z

)
(4.11)

Þ éóïäýíáìá

F1 = −@V
@x

;

F2 = −@V
@y

; (4.12)

F3 = −@V
@z

:

Ç óõíÜñôçóç V = V (x; y; z) ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôç èÝóç r = (x; y; z) ëÝãåôáé óõíÜñôçóç
äõíáìéêïý.

Ó÷Þìá 4.4. Ôñåéò äéáöïñåôéêïß äñüìïé (C1; C2 êáé C3) ãéá ôçí ìåôÜâáóç áðü ôï óçìåßï

Ñ1 óôï óçìåßï Ñ2.

Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé üôáí Ýíá ðåäßï åßíáé óõíôçñçôéêü, ôï Ýñãï ðïõ ðáñÜãåôáé êáôÜ
ôç ìåôáêßíçóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ áðü ìéá èÝóç Ñ1 óå ìéá Üëëç èÝóç Ñ2 åßíáé áíåîÜñôçôï
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ôïõ äñüìïõ ðïõ åðéëÝ÷èçêå ãéá íá ãßíåé ç ìåôÜâáóç. ÄçëáäÞ ôï Ýñãï ðïõ ðáñÜãåôáé (Þ
êáôáíáëþíåôáé) êáôÜ ìÞêïò ôùí äñüìùí C1, C2 êáé C3 ôïõ ó÷Þìáôïò 4.4 åßíáé áêñéâþò ôï
ßäéï: ∫

C1

F · r =

∫
C2

F · r =

∫
C3

F · r: (4.13)

Åðßóçò ôï Ýãï ðïõ ðáñÜãåôáé (êáôáíáëþíåôáé) êáôÜ ôç ìåôÜâáóç áðü ôï óçìåßï Ñ1 óôï
óçìåßï Ñ2 åßíáé áíôßèåôï áðü ôï Ýñãï ðïõ êáôáíáëþíåôáé (ðáñáãÝôáé) êáôÜ ôçí áíôßèåôç
öïñÜ áðü ôï óçìåßï Ñ2 óôï óçìåßï Ñ1:∫

C1

F · r = −
∫
−C1

F · r: (4.14)

Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç óõíÜãåôáé üôé ôï Ýñãï ìéáò óõíôçñçôéêÞò äýíáìçò êáôá ìÞêïò

Ó÷Þìá 4.5. Ç êëåéóôÞ êáìðýëç C îåêéíÜ êáé ôåëåéþíåé óçìåßï Ñ ìå äåîéüóôñïöç öïñÜ.

ìéáò êëåéóôÞò êáìïýëçò åßíáé ìçäÝí (Ó÷Þìá 4.5)∮
C
F · r = 0: (4.15)

Åðßóçò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé Ýíá ðåäßï äõíÜìåùí F åßíáé óõíôçñçôéêü áí êáé ìüíï áí ôï
F åßíáé áóôñüâéëï, äçëáäÞ áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé

∇× F = 0; (4.16)

äçëáäÞ áí ãéá êÜèå óçìåßï (x; y; z) (üðïõ ïñßæåôáé ôï ðåäßï F ) éó÷ýåé∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

@=@x @=@y @=@z
F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣ =

(
@F3

@y
− @F2

@z

)
e1 −

(
@F3

@x
− @F1

@z

)
e2 +

(
@F2

@x
− @F1

@y

)
e3 = 0:

(4.17)
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ÐáñÜäåéãìá 1 Ï Íåýôùí, åêôüò ôùí Üëëùí, äéáôýðùóå ôïí ëåãüìåíï íüìï ôçò
ðáãêüóìéáò Ýëîçò, ï ïðïßïò åñìÞíåõóå ôéò äõíÜìåéò ðïõ áóêïýíôáé ìåôáîý ôùí ïõñáíéþí
óùìÜôùí êáé ôç êßíçóç ôùí ðëáíçôþí ôïõ çëéáêïý óõóóôÞìáôïò. Ï íüìoò áõôüò ðñïâëÝðåé
ìéá åëêôéêÞ äýíáìç ìåôáîý äýï óùìÜôùí ìå ìÜæåò m1 êáé m2 ôçò ìïñöÞò

F = G
m1m2

r2
;

üðïõ G = 6:6742 · 10−11Nm2=kg2 åßíáé ç óôáèåñÜ ôçò ðáãêüóìéáò Ýëîçò.
Áò åîåôÜóïõìå ôþñá ðïéï åßíáé ôï äõíáìéêü ôïõ áðïññÝåé áðü ôï ðáñáðÜíù ðåäßï äõíÜìåùí
Þ áõôü ðïõ ðéï áðëÜ áðïêáëïýìå äõíáìéêü ôïõ ðåäßïõ âáñýôçôáò ôçò ÃÞò.

Ãíùñßæïíôáò üôé ç Ãç Ý÷åé ìÜæá Ì = 5:98 · 1024 kg, èåùñïýìå Ýíá óþìá Ó ìÜæáò m óå ìéá
áðïóôáóç áðü áõôÞí. ÈÝôïõìå ôïí Üîïíá ôùí × åðß ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ðïõ åíþíåé
ôá äýï óþìáôá êáé áò ôïðïèåôÞóïõìå ôç Ãç óôç èÝóç 0 Ýôóé þóôå ç ìåôáîý ôïõò áðüóôáóç
íá åßíáé x, üðùò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 4.6. Ôüôå åðß ôïõ Ó èá áóêåßôáé ç äýíáìç

Ó÷Þìá 4.6. Ôï ðåäßï âáñýôçôáò ôçò Ãçò áóêåß åëêôéêÞ äýíáìç åðß ôïõ óþìáôïò Ó.

F (x) = −GÌm

x2
; x 6= 0:

Ôï áñíçôéêü ðñüóçìï ôÝèçêå óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç Ýôóé þóôå ç åëêôéêÞ äýíáìç ðïõ
ðñïêýðôåé íá åßíáé óõìâáôÞ ìå ôï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí ðïõ åéóáãÜãáìå óôï ðáñáðÜíù
ó÷Þìá. ÅðåéäÞ ç äýíáìç åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï x, ôï äõíáìéêü ðïõ áíáæçôïýìå èá åßíáé ôçò
ìïñöÞò V = V (x) êáé ç ó÷Ýóç (4.11) èá ðÜñåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ:

F = −dV
dx

:

ÊáôÜ óõíÝðåéá, ôï äõíáìéêü V èá õðïëïãßæåôáé áðü ôï ïëïêëÞñùìá

V (x) = −
∫
F (x)dx =

∫ (
G
Ìm

x2

)
dx = GM

∫
m

x2
dx⇒

V (x) = −(GM)
m

x
+ C;
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üðïõ C ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ ç ïðïßá äåí ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóôåß ðåñáéôÝñù. ¢ëëùóôå
åßíáé áäéÜöïño ðïéá ôéìÞ èá ðÜñåé, ìå ôçí Ýííïéá üôé ç ó÷Ýóç (4.11) èá éó÷ýåé áíåîÜñôçôá
áðü ôçí åðéëïãÞ ôçò C. ¸ôóé ôï äõíáìéêü èá õðïëïãßæåôáé ðÜíôïôå ùò ðñïò ìéá áõèáßñåôç
óôáèåñÜ.

ÐáñÜäåéãìá 2 Èá åîåôÜóïõìå ôþñá ôï äõíáìéêü ôïõ ðåäßïõ âáñýôçôáò ãéá Ýíá áíôéêåßìåíï
ðïõ âñßóêåôáé êïíôÜ óôçí åðéöÜíåéá ôçò Ãçò. ¼ðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï Ó÷Þìá 4.7,
óçìåéþíïõìå ìå x0 ôçí áêôßíá ôçò Ãçò (ìéá ìÝóç ôéìÞ ôçò åßíáé ðåñßðïõ 6:37 · 103 km)
êáé ìå h ôçí áðüóôáóç ôïõ Ó áðü ôçí åðéöÜíåéá ôçò Ãçò. ÅðåéäÞ h� x0, ç óõíÜñôçóç ôïõ

Ó÷Þìá 4.7. Ôï ðåäßï âáñýôçôáò êïíôÜ óôçí åðéöÜíåéá ôçò Ãçò.

äõíáìéêïý ìðïñåß íá áíáðôõ÷èåß óå óåñÜ Ôaylor ãýñù áðü ôï óçìåßï x0:

V (x) = V (x0 + h) = V (x0) + V ′(x0)h+
1

2
V ′′(x0)h

2 + · · · :

¼ðùò êÜíïõìå óõíÞèùò ìå ôá áíáðôýãìáôá Taylor ìïëïíüôé áõôÜ Ý÷ïõí Üðåéñïõò üñïõò,
åìåßò êñáôïýìå ëßãïõò ìüíï áðü áõôïýò, áíÜëïãá ìå ôçí áêñßâåéá ôçò ðñïóÝããéóçò
ðïõ åðéèõìïýìå. Ðïëý óõ÷íÜ ïé äýï ðñþôïé üñïé åßíáé áñêåôïß ãéá ìéá úêáíïðïéçôéêÞ"
ðñïóÝããéóç. Áõôü èá êÜíïõìå êáé óôï õðü óõæÞôçóç ðáñÜäåéãìá:

V (x) ' V (x0) + V ′(x0)h:
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¼ìùò ôç óõíÜñôçóç V ôçí Ý÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá,
åðïìÝíùò Ý÷ïõìå

V (x0) = −GMm

x0

;

üðïõ ç óôáèåñÜ C åðéëÝ÷ôçêå íá åßíáé ìçäÝí. Åðßóçò

V ′(x0) = GM
m

x2
0

:

Åôóé, ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ãñÜöåôáé

V (x0 + h) ' −GMm

x0

+GM
m

x2
0

h:

ÐáñáôçñÞóôå üôé ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ðëÝïí ç áðüóôáóç h, áöïý ôï x0 åßíáé
äåäïìÝíï (ç áêôßíá ôçò Ãçò). Åðßóçò, ãéá Ýíá äåäïìÝíï óþìá èá åßíáé ãíùóôü êáé ôï m,
äçëáäÞ ç ìÜæá ôïõ, Üñá ïëüêëçñïò ï ðñþôïò üñïò èá åßíáé óôáèåñüò. ¼ìùò ìéá óõíÜñôçóç
äõíáìéêïý åßíáé áäéÜöïñç ùò ðñïò ìéá óôáèåñÜ ðïõ áðëþò ðñïóôßèåôáé, Üñá ç ðáñáðÜíù
óõíÜñôçóç ìðïñåß íá ãñáöåß:

V (h) ' m
GM

x2
0

h

êáé ç ÝëêôéêÞ äýíáìç ôçò Ãçò êïíôÜ óôçí åðéöÜíåéá èá äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

F = −dV
dh

' −mGM

x2
0

:

Áí ôÝëïò áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç óôáèåñÜ GM=x2
0 ìå ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò g, ïé äýï

ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ãßíïíôáé

V (h) ' mgh êáé F ' −mg;

óôéò ïðïßåò áíáãíùñßæïõìå ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò ãéá ôï äõíáìéêü ôïõ ðåäßïõ âáñýôçôáò
ôçò Ãçò êáé ôï âÜñïò åíüò óþìáôïò. Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ìáò õðåíèõìßæåé üôé ïé ôýðïé
áõôïß éó÷ýïõí "êïíôÜ" óôçí åðéöÜíåéá ôçò Ãçò êáé ìÜëéóôá êáôÜ ðñïóÝããéóç.

4.5 H äõíáìéêÞ åíÝñãåéá

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá Ýíá óõíôçñçôéêü ðåäßï F(R) ãéá êÜèå R óýíïëï Ù1. ¸óôù r0 Ýíá
(ïðïéüäçðïôå) óôáèåñü óçìåßï ôïõ Ù, ôüôå ç åíÝñãåéá ðïõ ôï ðåäßï äõíÜìåùí "äßíåé" ó' Ýíá

1To ãåãïíüò üôé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï R ãéá áíÝîáñôçôç ìåôáâëçôÞ, áíôß ãéá ôï r ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýóáìå

ìÝ÷ñé ôþñá åßíáé Üíåõ ïõóéáóôéêÞò óçìáóßáò.
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õëéêü óçìåßï êáôÜ ôçí êéíÞóç ôïõ áðü ôï r0 Ýùò ìéá Üëëç (ìåôáâëçôÞ) èÝóç r õðïëïãßæåôáé
áðü ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá

−
∫

r

r0

F(R) · dR: (4.18)

Áí áõôÞ ç åíÝñãåéá äßíåôáé ðñáãìáôéêÜ Þ ü÷é åîáñôÜôáé áðü ôï ðñüóçìï ôïõ ïëïêëçñþìáôïò
(4.18). Áí ç óõíôçñçôéêÞ äýíáìç áíôéóôÝêåôáé óôç êßíçóç ôï ïëïêëÞñùìá

∫
r

r0
F · dR èá

åßíáé áñíçôéêü êáé ôï ðáñáðÜíù ïëïêëÞñùìá èá åßíáé èåôéêü äçëáäÞ, ðñÜãìáôé èá äßíåôáé
åíÝñãåéá óôï óùìÜôéï. Ôï ðéï óçìáíôéêü üìùò åßíáé üôé ôï ðáñáðÜíù ïëïêëÞñùìá äåí
åîáñôÜôáé áðü ôïí äñïìü ðïõ èá ìåôáâïýìå áðü ôç èÝóç r0 óôç èÝóç r. ÄçëáäÞ ç åíÝñãåéá
ðïõ äßíåôáé óôï óùìÜôéï åîáñôÜôáé áðïêëåéóôéêÜ áðü ôç èÝóç r. Ì' Üëëá ëüãéá
óå êÜèå óçìåßï r áíôéóôïé÷åß ìéá ìïíáäéêÞ ôéìÞ áõôÞò ôçò åíÝñãåéáò, äçëáäÞ ìðïñïýìå íá
ïñßóïõìå ôç óõíÜñôçóç

U(r) = −
∫

r

r0

F · dR; (4.19)

ðïõ èá ôçí áðïêáëïýìå äõíáìéêÞ åíÝñãåéá. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá åíüò
óùìáôßïõ (Þ åíüò óþìáôïò) åîáñôÜôáé áðïêëåéóôéêÜ áðü ôç èÝóç r óôçí ïðïßá âñßóêåôáé ôï
óùìÜôéï2 Ãé' áõôü óõíÞèùò ëÝìå üôé ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá åßíáé ç åíÝñãåéá ðïõ êáôÝ÷åé Ýíá
óùìÜôéï ëüãù èÝóçò.

Áîßæåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ãéá ôï óçìåßï r0 éó÷ýåé

U(r0) = 0: (4.20)

ÄçëáäÞ ç äõíáìéêÞ ôïõ åíÝñãåéá åßíáé ìçäÝí. Áí èõìçèïýìå üôé ôï óçìåßï r0 åðéëÝ÷èçêå
áõèáßñåôá, ôüôå óõìðåñáßíïõìå üôé ôï óçìåßï ðïõ ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá èåùñåßôáé ìçäåíéêÞ
(óçìåßï áíáöïñÜò ôçò äõíáìéêÞò åíÝñãåéáò) åßíáé áðïêëåéóôéêÜ ôçò äéêÞò ìáò åðéëïãÞò.
¢ëëùóôå ç áîßá ôçò äõíáìéêÞò åíÝñãåéáò âñßóêåôáé óôç äéáöïñÜ ôçò äõíáìéêÞò åíÝñãåéáò
ìåôáîý äýï óçìåßùí êáé ü÷é óôçí êáèáõôÞ ôéìÞ ôçò.

ÐáñáôÞñçóç Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç óõíÜñôçóç ôçò äõíáìéêÞò åíÝñãåéáò U óõíäÝåôáé ìå ôç
óõíÜñôçóç äõíáìéêïý V ðïõ åéóáãÜãáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï. ÁõôÞ ç ó÷Ýóç
åýêïëá áðïêáëýðôåôáé áí ðáñáãùãßóïõìå áðëþò ôç ó÷Ýóç (4.19), ç ïðïßá èá ìáò äþóåé

∇U = −F: (4.21)

Áí áíáêáëÝóïõìå ôçí (4.11), äéáðéóôþíïõìå üôé ç U ðáßæåé åðßóçò ôï ñüëï ôçò óõíÜñôçóçò
äõíáìéêïý V . Ç ìüíç äéáöïñÜ, ðïõ óôåñåßôáé ïìþò ïõóßáò, åßíáé üôé ç V ïñßæåôáé ùò ðñïò
ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ, åíþ ãéá ôçí U Ý÷ïõìå Þäç åðéëÝîåé áõôÞ ôçí óôáèåñÜ. ÅðïìÝíùò
óôï åîÞò åßôå áíáöåñüìáóôå óôç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá åßôå óôï äõíáìéêü èá åííïïýìå ðÜíôá
ôçí ßäéá óõíÜñôçóç.

ÐáñÜäåéãìáÁò åîåôÜóïõìå ôþñá ðüóç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá Ý÷åé ôï óþìá Ó ìÜæáòm = 50 kg,
ôï ïðïßï âñßóêåôáé óå áðüóôáóç 20 m áðü ôçí åðéöÜíåéá ôçò Ãçò (Ó÷Þìá 4.8). Ãíùñßæïõìå

2ÐáñáôçñÞóôå üôé ç êéíçôéêÞ åíÝñãåéá äåí åîáñôÜôáé áðü ôç èÝóç áëëÜ áðü ôçí ðáñÜãùãü ôçò ṙ.
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Ó÷Þìá 4.8. Ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá óôï ðåäßï âáñýôçôáò ôçò Ãçò.

áðü ôá ðñïçãïýìåíá üôé ç äýíáìç ôçò âáñýôçôáò åðß ôïõ óþìáôïò Ó èá åßíáé F = −mg.
Áêïëïõèþíôáò ôéò èåùñÞóåéò áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ, ðñÝðåé ðñþôá íá åðéëÝîïõìå ôï óçìåßï
óôï ïðïßï èåùñïýìå üôé ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá åßíáé 0, äçëáäÞ ôï åðßðåäï áíáöïñÜò ãéá ôç
äõíáìéêÞ åíÝñãåéá. Áò îåêéíÞóïõìå åðéëÝãïíôáò ùò åðßðåäï áíáöïñÜò ôçí åðéöÜíåéá ôçò
ÃÞò, äçëáäÞ U0 = 0 ãéá x = 0, ôüôå óýìöùíá ìå ôçí (4.18) ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá èá åßíáé

U0(x) = −
∫ x

0

Fdy = mg

∫ x

0

dy = [mgy]x0 = mgx:

Áí åðéëÝîïõìå ùò åðßðåäï áíáöoñÜò ãéá ôï äõíáìéêü ôï x = L1, äçëáäÞ U1(L1) = 0, ç
äõíáìéêÞ åíÝñãåéá èá åßíáé

U1(x) = −
∫ x

L1

Fdy = mg

∫ x

L1

dy = [mgy]xL1
= mg(x− L1):

ÔÝëïò, áò äïýìå ìéá áêüìç ðåñßðôùóç ðïõ ôï åðßðåäï áíáöïñÜò åßíáé ðéï øçëÜ áðü ôï óþìá,
x = L2 ìå L2 > 20. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá èá ìçäåíßæåôáé óôï L2,
äçëáäÞ U2(L2) = 0 êáé èá õðïëïãßæåôáé áðü ôï ïëïêëÞñùìá

U2(x) = −
∫ x

L2

Fdy = mg

∫ x

L2

dy = [mgy]xL2
= mg(x− L2):

Ìïëïíüôé, ïé ôñåéò äéáöïñåôéêÝò åðéëïãÝò ïäÞãçóáí óå äéáöïñåôéêÝò äõíáìéêÝò åíÝñãåéåò,
áõôÝò äéáöÝñïõí êáôÜ ìéá óôáèåñÜ

U2(x) = U0(x)−mgL2 êáé U1(x) = U0(x)−mgL1

êáé öõóéêÜ ðáñÜãïõí üëåò ôï ßäï áêñéâþò ðåäßï âáñýôçôáò

F (x) = −mg = −dU0

dx
= −dU1

dx
= −dU2

dx
:

ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí ÅðéóôÞìçò Õëéêþí Âáóßëçò K. Êáëðáêßäçò
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Åóôù üôé L1 = 10 êáé L2 = 25, ôüôå ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá ôïõ óþìáôïò õðïëïãßæåôáé ãéá ôéò
ôñåéò ðåñéðôþóåéò ùò áêïëïýèùò:

U0(20) = 50 kg · 9:81 m=s2 · 20 m = 9810 joule;

U1(20) = 50 kg · 9:81 m=s2 · (20− 10) m = 4905 joule;

U2(20) = 50 kg · 9:81 m=s2 · (20− 25) m = −2452:5 joule:

ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé ç êáèáõôÞ ôéìÞ ôçò äõíáìéêÞò åíÝñãåéáò äåí ìáò äßíåé êáìéÜ
ðëçñïöïñßá, áí äå ãíùñßæïõìå ôï åðßðåäï áíáöïñÜò ôçò äõíáìéêÞò åíÝñãåéáò. Ïé
ðáñáðÜíù ôéìÝò õðïëïãßæïõí áðëþò ðüóç åíÝñãåéá ðñÝðåé íá äþóïõìå óôï óþìá ãéá íá
ôï ìåôáêéíÞóïõìå áðü ôï åðßðåäï áíáöïñÜò ìÝ÷ñé ôï åðßðåäï x = 20. Óôçí ôåëåõôáßá
ðåñßðôùóç, ôï åðßðåäï áíáöïñÜò, L2 = 25, åßíáé øçëüôåñá áðü ôï óþìá ìáò Üñá ü÷é ìüíï
äåí ÷ñåéÜæåôáé íá ðñïìçèåýóïõìå åíÝñãåéá óôï óþìá ìáò, áëëÜ áíôßèåôá èá ðÜñïõìå åíÝñãåéá
áí ôï ìåôáêéíÞóïõìå áðü ôï åðßðåäï áíáöïñÜò óôï óôï åðßðåäï x = 20, ãé' áõôü ç äõíáìéêÞ
ôïõ åíÝñãåéá Ý÷åé áñíçôéêÞ ôéìÞ.

4.6 H äéáôÞñçóç ôçò ìç÷áíéêÞò åíÝñãåéáò

Áò åðáíÝëèïõìå ôþñá óôç óõæÞôçóç ôçò ðáñáãñÜöïõ 4.3 üðïõ äéåñåõíÞóáìå ôé ãßíåôáé ôï
Ýñãï ðïõ ðñïóöÝñåé Ýíá ðåäßï äõíÜìåùí êáôÜ ôçí êßíçóç åíüò óùìáôßïõ ìåôáîý äýï óçìåßùí
Ñ1 êáé Ñ2 ôïõ ó÷Þìáôïò 4.2. Ó' áõôÞ ôçí ðáñÜãñÜöï èá åîåôÜóïõìå ôï ßäéï åñþôçìá óôçí
ðåñßðôùóç üìùò ðïõ ôï ðåäßï äõíÜìåùí åßíáé óõíôçñçôéêü. ¸ôóé ôï Ýñãï êáôÜ ôçí êßíçóç
åðß ôçò êáìðýëçò C12 èá ãñÜöåôáé

W12 =

∫
r2

r1

F · dr =

∫
r2

r1

(−∇U) · dr = −
∫

r2

r1

∇U · dr: (4.22)

Áò åðéêåíôñùèïýìå ãéá ëßãï óôçí õðü ïëïêëÞñùóç ðïóüôçôá ôçò (4.22)

∇U · dr =

(
@U

@x
;
@U

@y
;
@U

@z

)
· (dx; dy; dz) =

@U

@x
dx+

@U

@y
dy +

@U

@z
dz = dU: (4.23)

Aí åéóÜãïõìå ôþñá ôéò ó÷Ýóåéò (4.22) êáé (4.23) óôçí åîßóùóç (4.10) èá ðÜñïõìå

W12 = Ô(r2)− Ô(r1) ⇒

−
∫

r2

r1

dU = Ô(r2)− Ô(r1) ⇒

−U(r2) + U(r1) = Ô(r2)− Ô(r1)

U(r1) + Ô(r1) = U(r2) + Ô(r2): (4.24)

H ôåëåõôáßá åîßóùóç áíáðáñéóôÜ ôçí åîßóùóç ôçò äéáôÞñçóçò ôçò ìç÷áíéêÞò åíÝñãåéáò
êáèþò ìáò äéáâåâáéþíåé üôé ôï Üèñïéóìá ôçò äõíáìéêÞò êáé êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò äéáôçñåßôáé.
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ÅðïìÝíùò åßíáé öõóéêü íá ïñßóïõìå ùò ïëéêÞ ìç÷áíéêÞ åíÝñãåéá ôï Üèñïéóìá ôçò
äõíáìéêÞò êáé êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò:

Å(r) = U(r) + Ô(r); (4.25)

Ýôóé þóôå ç åîßóùóç äéáôÞñçóçò ôçò åíÝñãåéáò íá ãñÜöåôáé

Å(r) = óôáèåñÞ; ∀r: (4.26)

ÖõóéêÜ äåí ðñÝðåé íá ëçóìïíïýìå üôé ç åîßóùóç (4.26) éó÷ýåé ìüíï üôáí ïé äõíÜìåéò
ðïõ åðéäñïýí ðÜíù ó' Ýíá óþìá åßíáé óõíôçñçôéêÝò. Óôç ãåíéêþôåñç ðåñßðôùóç ôùí ìç-
óõíôçñçôéêþí äõíÜìåùí ç äéáôÞñçóç ôçò åíÝñãåéáò åêöñÜæåôáé áðü ôçí åî. (4.10), üðùò Þäç
Ý÷ïõìå ôïíßóåé óôçí ðáñÜãñáöï 4.3.

ÐáñÜäåéãìá ¸íá âáãïíÜêé ëïýíá-ðáñê áöÞíåôáé áðü ìéá êïñõöÞ ýøïõò 25 m íá êýëçóåé
÷ùñßò ôñéâÞ åðß óéäçñïôñï÷éÜò. Ç åðüìåíç êïñõöÞ ðïõ èá óõíáíôÞóåé Ý÷åé ýøïò 17 m üðùò
öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 4.9. Ôé áêôßíá êáìðõëüôçôáò èá ðñÝðåé íá Ý÷åé ç óéäçñïôñï÷éÜ óôï
óçìåßï Ê2 þóôå íá ìçí åêôñï÷éÜæåôáé ôï âáãïíÜêé;

Ó÷Þìá 4.9.

Ãéá íá ìçí åêôñï÷éÜæåôáé ôï âáãïíÜêé èá ðñÝðåé ç öõãüêåíôñç äýíáìç F óôï Ê2 íá Ý÷åé
ìÝôñï ôï ðïëý ßóï ìå ôçí êåíôñïìüëï äýíáìç ðïõ óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðùóç åßíáé ôï âÜñïò
ôïõ âáãïíéïý. Áðü ôçí åî. (2.30) ãíùñßæïõìå üôé ôï ìÝôñï ôçò öõãüêåíôñçò äýíáìçò åßíáé
ßóï ìå mv2=R. Èá ðñÝðåé óõíåðþò íá éó÷ýåé ç áíéóüôçôá

mg ≥ mv2

R
⇒ R ≥ v2

g
;
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üðïõ R åßíáé ç áêôßíá êáìðõëüôçôáò êáé v ç ôá÷ýôçôá ôïõ âáãïíéïý óôï Ê1. Ç ôåëåõôáßá
üìùò ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðü ôçí áñ÷Þ äéáôÞñçóçò ôçò ìç÷áíéêÞò åíÝñãåéáò

U(K1) = U(K2) + T (K2) ⇒

mgh1 = mgh2 +
1

2
mv2 ⇒

25mg = 17mg +
1

2
mv2 ⇒

8g =
1

2
v2 ⇒

v2 = 16g:

Áí åéóÜãïõìå ôçí ôéìÞ ôçò ôá÷ýôçôáò óôçí áíéóüôçôá ðáñáðÜíù, èá ðÜñïõìå

R ≥ 16g

g
= 16 m:

M' Üëëá ëüãéá, ç áêôßíá êáìðõëüôçôáò óôï Ê1 èá ðñÝðåé íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí 16 m.
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